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六 容 名 划 
冰 书 是 日 本 凑 波 书店 出 版 的 现代 应 用 数学 从 书 之 一 的 中 廊 
众 书 共和 苍 从 章 , 前 四 章 介 绍 Fourier 变换 下 及 与 其 有 关 的 . 
3itjeg 积分 、Mellin 灾 搞 和 Hankel 次 换 等 ， 第 五 章 介 铬 
blace 变换 , 最 后 三 章 介 儿 这些 变换 的 主要 应 用 、 央 现 半 题 、 
型 数 秋 其 他 各 秘 变 换 。 适 合子 各 高 等 学 续 数 理 柔 作为 数学 
区 书 , 卉 可 供 工程 技术 人 员 、 科 学 研究 工作 者 参考 。 
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出 版 说 明 


这 一 套 书 是 根据 日 本 举 波 书店 思 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 翻 
译 而 成 。 日 文 原 书 共 165 豁 60 册 ,分 成 A、B 两 组 ,各 锋 有 序号 。 现 


在 把 原来 同一 题目 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并 , 整理 成 各 种 , 不 
” 另 分 粗 舌 号 ,陆续 勒 谣 出 版 。 : 


这 套 书 涉及 的 面 很 广 ,其 内 容 都 和 更 代 科 学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 参 考 价值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比较 丰富 ,而 剑术 扼要, 篇 
栖 不 多 ,有 利于 读者 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 参 考 。 
因此 , 翻 至 出 版 这 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 丛 的 。 

由 于 日 文 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 随 炉 出 版 的 ,写作 时 间 
和 篇 枉 的 限制 不 可 潍 免 地 会 影响 原作 者 对 内 次 的 处 理 ， 为 了 尽 可 


”能 地 残 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 稻 本 中 , 特 请 译 者 或 校 于 者 撰 号 邦 


或 后 刀 , 以 介 绥 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状 驶 ,并 对 全 书 内容 作 一 些 钙 ， 
价 , 提出 一 些 看 法 , 结合 我 国情 况 林 充 一 些 餐 料 娘 献 , 在 文 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 方 添加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 
误 。 希望 这 些 工 作 能 对 读者 有 所 帮助 。 

承担 翻 疼 和 校 关 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质量 付 则 了 巨大 劳动 ， 
在 此 特 致 以 识 束 的 谢意 。 z 

欢迎 读者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 


上 海 科学 技术 出 版 社 
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第 1 音 Jourier 变换 


$81 记 号 


区 间 <c<z<2 记 作 (a, 3), a<wz<b 记 作 [4, 如 .同样 把 
5<O<0， a<w<5 分别 记 作 (a, 四, [6,95)。 一 <z<< 十 品读 作 
(一 co, 十 ce) ,满足 下 列 条 件 / 

| f(g) |?d% < o0 
的 所 有 男 数 六 co) 的 全 体 记 作 工 , (a, 5), f(z) 是 具有 复数 值 的 
图 数 。 ， 
在 没有 特别 指出 所 考虑 的 区 间 的 必要 , 以 及 没有 误解 的 巅 虐 
时 ,也 简单 地 用 上 , 来 表示 。 

如 果 了 (2) 是 (a, co) 中 任意 的 有 限 区 间 内 属于 五 的 面 数 , 并 

且 极 限 值 
_ lim 全 Fo)gdc 
存在 的 时 候 , 就 把 极限 值 记 作 
| ra 


吾 
-3 


| f(z)ds 的 意义 就 是 lim | f (2) dy. 同样 地 | F(oydz 的 


意义 就 是 lim| 7(o)a， 


§2 Fourier 变换 的 定义 
发 f(z) E14( 一 oo, 二 co) ,就 是 说 


2 . 秒 1 痘 ”Fourier 详 换 


人 ”Yolaz<e， 


这 时 

PO) = -| -payde (2.1) 
是 做 了 (2) 的 fourier 变换 。 
定理 89.1 FG) 在 区 间 - co<t< 十 co 内 有 界 ， 并 且 一 致 酉 
秆 。 


是 明 由 于 | 了 (D1<~53| ”Fo 1dz, 所 以 很 明显 它 是 有 
外 的 。 弄 在 任意 的 <>0， 到 这 样 的 4, 全 和 
J pr fl) do<4， 


当 |) 1a2) < 人 5 时 ,由 于 


PD) PD < lee 一 cellaz 


1 +A4 
+757| ,le —1| | (0) de, 


”又 由 于 |e** 罗 :一 1 二 | 一 刀 | |z|，, 所 以 


< "| oO) dot a 4 | 下 一 to | fo las 
<5+ 专 -45 ro 万 
< 了 Ft : 
如 果 f(2) ELi(0, so) 的 时 候 , 就 分 别 地 把 
r= f (2) 008 wt dt, (2.2) 
2、/ TH 


@。 原 必 项 为 | 和 一 | < 171ac, 一 一 涯 者 注 


7 


82 Fourier 变换 的 定义 3 
他 (四 = V2 f(s)sin ot at (2. 8) 
”时 做 了 (2) 的 余弦 变换 以 及 了 (2z) 的 正弦 变换 。 它 们 也 是 有 界 , 并 上 是 
一 致 过 种 的 。 : 
此 外 ,如 果 了 (2Z)E Li( 一 oo, 十 ceo) 并且 是 偶 画 数 ,那么 
=| etat f(g) dr 


/7 
ee 7oao+- 二 人 ef Co) de 
-| ef (2) det+ | e™f (2)d? 
v2[ cos ot f (pw) dy. 


这 就 是 就 ， 它 的 Fourier 变换 和 泡 的 余弦 变 和 焕 相 等 。 同 样 ,如果 
f(z)E ma 一 co 十 ce) ,而 且 是 奇 泵 数 , 著 么 ,f(zZ) 的 Fourier 变换 
等 于 区 间 (0, ce) 中 的 正弦 变换 。 

定理 2.2 CRiemann Tebesgne) (了 如 果 f(2) Ei(-o%， 
十 co) ， 则 
lim | flv)e az 一 0. (2 .4) 


It i= 


(过 一 般 , 如果 f(z2)E Li( 一 00, 十 0), (2) 为 有 乔 落 数 ,并 且 当 
(4 一 ce B 一 co) 有 时 ,有 


[2 E(war=6(4), | ,EK(s)dom0(B), 

出 
证 明 现在 证 明 (i)。 事实 上 ， 

全 AoEdnaz= | Fo EK dodo+| Fo)K (ta)dy, 


im [- f (2)K (Iw)de=0. (2.5) 


a sm 


A 


4 第 1 意 Founrier 变换 

所 以 只 需 证 月 有 边 各 项 当 ->o 时 的 极限 值 为 雾 , 就 是 证 明 
[fF(o)E (to)do>0 (tl>00) (2.6) 
”分 可 。 现 在 先 假 衣 f(2z) 在 [a, 8] 中 等 于 定数 0, 而 对 其 他 的 w 唱 
等 于 雾 ,这 样 ,就 有 


| f(z)K (tr) dy= | K (tv) dr= < K (wav 


-| Klum) K (wd 

一 0(]】 (J 让->o0) 。 (根据 很 珊 。) 
其 次 , 坑 户 (o) 在 [mw 8 的 各 区 间 中 分 别 等 于 定数 o; 而 对 其 他 的 
2 等 于 寺 。 这 里 [a， 6] (i 一 1,2，…, n) 是 都 在 区 闻 (0，co) 中 但 


向 有 公共 点 的 区 间 。 这样, 公式 (2.6) 对 于 袜 of (2z) 也 是 记 立 的 。 
对 于 一 般 的 f(z2) ELL4(0, ce)， 取 形 如 之 crf1(2) 的 画 数 9(2) ,使 


”得 


yz -g(r) dz 天 s， 
s 是 任意 给 定 的 正 数 。 所 以 有 
人 Els ro -oema| 
十 人 ce)oco)az 
一 五 十 Ta 
因为 及 (2) 有 界 ,所 以 有 定数 MM， 使 得 |KK(z) | 二 1 而 有 
Tl<M) | fC) -9(o) ldo<el, 
另外 ,由 于 上 面 证 实 的 理由 ;有 
lim| g() K (tw) de=0, 
所 以 如 果 是 相当 大 的 数 , 当 | 让 > 了 时 ,就 能 使 |Is| <。， 


$2 Fourier 变换 的 定义 5 
因此 
| FO)E (to)do eM+e= (M+1)e, 

而 (证 毕 ，() 就 是 (名 当下 (2) 一 ex 时 的 特殊 情况 。 ”证 举 

主 若 ” 当 w 是 有 限 的 数 ， 了 (x) E (a, 8) 时 ,有 

lim | f (vw)e-izt dr=0. 

这 是 定理 2.2 的 特殊 情况 。 因 为 可 以 合 fo) =0 (一 <z<oy b<z<co)) 
而 把 了 (2) 当 作 定义 在 (一 cy co) 内 ,于 是 JE 站 (一 cy ce) 。 

定理 2.3 识 对 于 任意 的 有 限 区 间 (c，2) ， f(z) 属于 Za(c， 
0) ,并 且 在 zs 二 4, 2 二 一 了 内，7O) 分 别 单调 地 趋 于 故人 (12| 一 cc) ; 
了 于是, 和 若 弛 0,， 期 积分 

| flv)e-irdo 
存在 。 z z 
证 明 ”现在 证 朋 | ”fo)e dw 存在。 我 们 先 古 明 下 面 这 个 各 
事实 , 邹 对 于 已 镶 的 8, 如果 4 相当 大 的 话 ， 对 于 任意 的 满足 不 等 
式 卫 '> 下 之 4 的 了 ' 与 是， z 
| fo)sin idc| <e. (2.7) 
因为 (2) 当 z>>4 时 单调 减少 ,所 以 可 响 
0<17ojj< 与 。 
根据 积分 学 的 第 二 中 值 定理 ;有 
| f(s)sin to dv=f(X) | gin tr dg 
rcost 和 一 c08 论 
7) 2 光一 gt 


< 交 外 <。， 


所 以 / 上 Fo)simn ts dr 


6 第 1 意 ”Fourier 变换 
这 样 就 证 明了 | 
[- f(g) sin tw do 
是 存在 的 。 同 样 地 能 够 十 明 
| 中 f(s) cosiw dw 
是 存在 的 。 于 是 
| 中 f(s)e-dy (tO0) 
是 存在 的 。 完全 同样 能 够 证 明 
| . fw)e ie 0 
也 是 存在 的 。 证 毕 


渤 莫 ”用 完全 同样 的 证 法 ,能 锣 得 至 下列 的 事实 。 讼 
f(x) =9(7) sin (pr+ 9)， 2D 4 均 为 常数 ， 
9 四 省->oo 及 w > 一 co 时 单调 地 收 全 于 颖 。 对 于 这 样 的 了 (2) ， 


[flede Gn) 
存在 。 
定理 2.4 设 (2) ED, g(2) EL, 间 吝 它们 的 Fourier 变 
换 分 别 是 下 (与 G(G)， 则 
roeaaz-| rl)g(0)do. (2.8) 
这 个 等 式 称 为 Parseval 等 式 。 
证明 ， 
OUTOL I France 


-| rm 二 Flo)emdo=| gw) Pu) du. 
z 不 单 
由 公式 (2,8) 能 够 得 到 


有 8 郊 个 定 积 芬 7 
六 ProyG( 一 四 eractdo= [ Plo)g(y—o)de. (2.9) 
事实 上 ,对 于 固定 的 9， 代替 9g(2) 考虑 9(V 一 2) ， 划 由 


A I(Yy— rT)e ave ~ | _ g (we tau 


=e YG(—H), 
就 能 得 到 (2.9) 式 。 
$3 几 个 定 积 分 
1. 由 于 定理 2. 3, 积分 
全 和 如 go (8.1) 
J0 Ch 


_ 存在。[ 因 为 如 果 含 
jp) -0 (e<s), flo)=i (co>e， 
则 由 定理 2.3 中 积分 的 蕊 数 部 分 ,知道 积分 ， 


| 风 sin ts dy 
a 化 
是 存在 的 人 X 关 0) 。 另 外 , 往 分 
| sin 好 dg 
0 2 
存在 ,所 以 (3.) 存 在 。 如 t=0, 则 (3. 芒 明显 地 等 于 需 ]。 
我 们 现在 就 求 (3.1) 的 值 。 六 了 这 个 且 的 , 设 £>>0, 划 


人 ez 008 tw ds = 
0 
对 变数 上 由 0 到 积分 ,就 有 
人 ewde| oos ivdt=tan-1 it, b>0, 
0 0 k 


a 
b+ 


eo | £ 
| ow ptan-1t.,, 
0 2 k. 
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B EE? . 
| ——- SINn Vr arl 
4 vw 


”» ek , 
| ~ sin us de | ~lim 


Ei 有 一 oo 
一 lim| 5 | sin ww dz| (积分 第 二 中 值 定 
一 lim ,Sin uw dz| (积分 第 二 中 值 定理 ) 
_ 1 | 6 于 -0 二 | < 生 代 人 2 
-lim 4 他 wwA 40 


所 以 积分 


| 6 一 + , | 
Sin uv Aas 
0 ep 


对 于 一 和 致 收 化 (0<4 一 covw 固定 )。 因 此 ; 当 w>0 时 ,有 


一 Oo 3 oo 
Sn uw 。 _J Sin ， 1 玫 
| qo=lim | et SD plim tan = 
0 作 和 E30 k 2 


Ko0 J0 
就 是 说 
> ghnugr ; wm 
| 化 -4 -2° 
因为 客 积 画 数 是 偶 琅 数 ,所 以 
| on (vw>0), 
同样 有 
六 自如 mw co 
因此 
| Sm 人 dz= mr， ww>0; 
So | 
一 0， v=0; 
=—%m, 2<O0， 


2. 同样 , 当 巡 0, 0<n<1 时 ,有 


| op-16-tz dg — Tn) gi 
0 . [A 


(3.2) 


(8.4) 


(3.5) 


$3 几 个 定 积分 8 
这 里 (1) = | eold， 上 面 的 公式 显然 是 由 于 在 
四 一 天 灿 HA- 一 tx _ Th) 
| ee do CT (3.6) 
中 到 了 >0 而 得 到 的 。[(3.6) 自身 ， 当 四 >0， 0<h<o， 
一 <t<co 时 成 立 ] 。 
特别 有 下 面 的 结果 : 


下 而 我 们 讨论 一 下 当 2 一 co 肝 , 积 分 
J :| (1 —t) 六 cos(ai 一 和) 


的 样子 。 
合 工 一 本 4， 则 
1 1 了 1 
一 | 3 久 一 0 十 2 ) du 一 cos( 一 2 | 人 
J1 | cos( ue s+ ) gu cos(z 可 )| ”coSs 200 au 


， IF Nf 一 去 
十 sin (私有 2 Sin us du. 
-2 /jo 
zz 1 “ 
- | v 2 cos 0 dv 
0 
[3 T fm -+ 村 
0 C08%V do 一 一 二- | 0 “co0S 0 adv, 
J tJz 


4 1 _1 
| V Lcosvdv=2 2 
EF 


| sose do (第 二 中 值 定理 ) 


1 oe 
2 (sin € ~ ¢o8 £) = O08 2 ， 
因此 有 
_1 3 
| 2 C08 Ut d= 1 | dD zeogodo 二 O( 二 ). 
0 0 


/rm 人 
由 (3.7) 式 ， z 


10 访 1 章 Fourier 变换 
be v2 gin ur dv = 于 +0 (2). 


六 -ea(e- 时 )+am 2 到 WE+0 (2) 
-A cos( (c- 工 - 闻 )+0 (3). (3.8) 
下 面 再 研究 一 下 积分 
:一 | (1—#£) 二 we( wt) 
把 ,7s 写成 : 


7.=[ (1 UD oos (zi— TE) dt 


因此 


=- -万 | (1—1#) oos( gt— Pe )at 


+| (1 {C+D 于 9 oo0s( wi— TE )at 
co 十 va。 
全 (L142 =p(), 则 
0 (#) = 


并 且 立 刻 上 晓得 


Mi-t 
AAA 二 VE 
(1) =0 (0) = 1 | '(t) |dt<o0 
a » 9 3 工 X73， 0 9 . 
于 是 由 分 部 积分 法 ,有 
nm \ ‘|i 
sin (21— 可 33). Tt ， 上 
a ,+ 可 | 9 (t)sin (zt 一 号 )dt 


-0 (5 )+0 (二 | (0 10) 0 人 ). 


8 几 个 定 积分 i 
对 于 Js, 利用 (3.8), 有 


z ] 
Js- 到 oos(z 一 下 -过 )+0 (2). (3.9) 
现在 如 果 分 

wo(z) = 2 | ( 工 一 太 ) ~ 008 vt at 
0 元 |。 7 
则 
2 1 a 
yo(z) = V 元 六 oos(a 一 下 ) t+0 (=). i (8:10) 
3. 现在 研 突 一 下 e-* 的 Fourier 变换 。 
| 6* 0 一 > . (3.11) 
是 大 家 熟知 的 公式 。 由 这 个 公式 就 有 
= io l/s 
| 6 dr 了 到， ^>0. (8 .12) 


设 > 是 复 变数 , 而 来 考虑 e-2?， 
宅 是 到 处 正 苏 的 茵 数 。 如 果 沿 半 
图 3.1 中 的 48B0DA 把 e* 积 分 ， 
咒 积 分 的 结果 等 于 堆 。 由 于 4， 了 B， 
CO 态 和 后 分 别 是 一 全 了， 了 十 二， 
一 下 十 刀 , 所 以 图 3.1 
于 和 十 持 一 全 十 仁 -7 . 
| ez 十 | az 十 | erdzt| e-*dz—0 (3.13) 
一 下 JT T+ 一 下 于 人 
把 t 固定 住 , 则 


[T+ 让 t | 
| es dz | 一 | ET tit 
a 0 


同样 有 


< | wd >0 (Ty00). 
CR 


| e*d2—>0, 
一 了 十 扯 


因此 当 了 7 了 ->oo 时 ,根据 (8.13), 有 


Y 
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co 十 证 - , co ， 
| 6 ?0% -| esdp, | 


由 于 方程 的 右边 是 。 、 : 
2| “az 一 /元 
的 关系 ,整个 的 式 子 就 化 成 


eo | me 
| em aitzd0 = mw ot, 


把 公式 中 的 2t 写成 1, 就 得 到 


- 友 | = cidzr- 广 8- 所， (3.14) 
"Pe 
由 此 能 得 到 : : 
V 元 | eriedg = A207", (3.15) 
XT- ~ 


§ 4 ourier 积分 定理 


定理 4.1 设 f(w) 在 w=z 的 近 傍 是 有 界 变 分 夯 数 ， 并 且 在 
任意 有 限 区 间 可 积 。 另 外 还 满足 下 面 两 个 条 件 中 的 一 个 : 

1° GO/uE 厂 (4 co)， 井 且 E 六 (一 co -A), 4>0. 

2° f(W)/W 当 wy+o0 及 w> 一 co 时 ,单调 收 合 于 雳 。 
则 


limz| 7 CR [f(s+0)+ f(z—0)]. (4.D) 


如 果 2° 满足 的 时 候 , |” 意味 着 | 


单 积分 定理 。 : 
积分 


pod 
=- 


。 这 个 公式 叫做 ourier 


5 
0 


Dls, = 二 | f (et) aé 
证 做 Diriohlet 积分 。 
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能 明 ” 假 琢 满足 的 是 条 件 1°。 考 虑 
Dla y= (f+ )=L eth + fe Sat. 
根据 (3.2) 有 、 
和 2 (4.2) 
全 9(E) fo+6) +f(o-), / 
到 Ce+O+ Fo-0) 1) op(+0) a 
2 : % Jo & 2 
假定 5>0, 剧 z 
”sinh ge (sin yg, _>cc 
让 加 | 0 Oreo (49) 
现在 如 果 固 定 2 由 于 | 
leH jz 人 | 
EE E | 
都 属于 La(6， 00) ,所 以 9() /EE 三 (5，co), 隆 是 根据 定理 2.1， 
有 . 
| ?人 sin ME de_>0 (>co) ， (4.4) 
再 分 : 
Do, -3{f(o+0) + f(2—0)) 
~- 二 | 2) 人 dé -| 9 (+0) ee dé 
=| {0 -p+0)) eatt | pO Eat 
_1[ > sin AE 
| oC+0) eo 
= 于 | {96) -p(t0)) ee aé+n(h, 8). 


”因为 g( 的 一 p( 二 0) 在 上 =0 的 近 偿 是 有 界 变 分 画 数 ， 所 以 可 以 让 


sin A 
~€ 
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“ 融 它 是 单调 增加 的 。 并 且 可 假定 (6) -p(t+0)->0($>0)， 现在 
对 任意 给 定 的 。， 取 相当 小 的 6, 使 得 
9 (一 (01<s，0<es). 

对 于 这 样 的 6, 当 ‰ 相当 大 时 , 能 够 使 

Vive 0) | <E， 人 之 0。 (4.5) 
证 明 见 (4.4)。 : z 
于 | {9 -p(t aE : 

-=| 二 p68) -p00 加 答 E| 


入 "| 

Sin Ea 

广 富 al. 
型 


ss 


-8 
多 
但 是 因为 
20 <| <l (<D， 
上 开 ?to| -=|| sin odo| “第 二 中 值 定理 ) 
=|oogy~cos1|<2 (8B>1), 


所 以 : 
<O (4.6) 


| Sin2 ， 
一 一 一 0 
4 用 


C 是 与 4，B 无 关 的 常数 。 于 是 
| pt | < 


由 这 个 到 式 及 (4.5) 就 廿 明了 (4.1)。 

如 果 满 足 的 是 条 件 2", 诈 明 的 方法 完 双 一 样 , 仅 是 (4. 作 式 的 
成 立 可 以 用 不 同 的 方法 导出 。 丽 4 相当 大 ，B> 4; 因为 f(w) /wu 
在 (4， 了 B) 中 单调 减少 , 根据 积分 第 二 中 值 定理 , 有 C 消 足 4<O 
< 了 ,并且 


和 


$4 Fourier 积分 定理 15 
| et 6) sin NE dE = [A 1 Et sinh 


二 一 ft 2 Sin 和 5 网 


-大 中 4 A + 人 | sinMe de 
fv+A), ("* siné€ f(z+A){ cosC eos 4 
2 十 4 中 .< < Et +A \ A 加 4). (4.7) 
等 号 的 右边 当 4，B->co 时 收 佑 于 雾 , 所 以 
人 sin ME OE 


4 


存在 ， 并 且 由 汪 (4.7) 3 
lim] Le sin Xe dE =0, 


A dd 


同样 有 


lm| 一 f(0-é6) dé =0. 
又 由 定理 2.1 得 到 
| 9 a0 (reo)， 
从 而 证 明了 (4.4)。 证 所 
由 定理 (4.1) 直接 可 以 导出 下 面 的 定理 。 / 
定理 4.2 车 fo Eh( 一 oo, co) ,并 有 在 w=s 的 近 傍 是 有 
界 变 分 画 数 , 草 


3{f(2+0) + flo—0)) -过 | a | flw)oos tw 一 2)iiu， 
(4.8) 


这 是 做 了 ourier 重 积 分 定理 。 


证 明 -| ai jeostlu 一 om 


oT 


一 地 f(w) ww), cost(u—2)adt 
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好 一 网 ~. 


2 六 flw) SAW sin A(w—2) $) jy, 
1 


-| fet et, 
当 4->cc 时 ,根据 定理 4.1, 方程 的 右边 收 做 于 
{fo+0) + fF(2-0)}. 证 华 ~ 


$5 反 演 公式 ,唯一 性 、 


设 了 了 (2) 的 Fourier 变换 是 三 ( 坊 ， 那 么 把 六 oO 用 了 的 表达 的 
公式 叫做 反 演 公式 。 

定理 5.1 设 f(w)Eb( 一 0, 00)， 并 且 在 w=2 的 近 傍 是 ~ 
有 界 变 分 图 数 , 又 设 f(w) 的 Fourier 变换 是 三田 ， 则 

: 3{ f(g+0) + f(s—0)) -lm 二] grtp (PA. (6.1) _ 
Ta A Do J -7 
卫 明 ”根据 前 一 节 中 定理 4.2, 有 
1 


| ert (DA |， ergs 二 =| f (we-uiom 


~” iCw— tt 
二 | fu) du| E at 


I 


Ci(Z 一 人) 了 C 一 站 一 区 他 
EC 
fiw -su T'(g—u) Em 


录 一 也 


am a 9 


| 8 | 8 
8 


| 


全 


foté) tat. 


于 是 根据 定理 4.1, [因为 f(wW)E€ (一 C0， 00), 所 以 当然 满足 
1 , 就 证 明了 我 们 的 定理 。 证 举 
当 卫 岂 E 必 的 时 候 ， 


Fe) = -起 矿 Pemat 


生生 
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时 做 了 (人力 的 道 Fourier 变换 。 
如 果 f(2)E Li( 一 co, co)， 霸 且 在 任意 的 有 限 区 并 内 是 有 界 
变 分 责 数 ,于 A 2 有 


Fw)= -Slim| F(t)ewidt. 


因此 由 三 芒 oy f 人 (除了 一 个 测度 为 等 的 2 的 集合 ) 。 

这 个 事实 即使 不 假设 了 (2) 的 有 界 变 分 性 也 能 成 立 。 
定理 5.2 如 果 jco) ELi( 一 0, ce)， 并 且 宅 的 Fourier 变 

换 了 (=0 (一 oo0<t<o00), 旭 f 了 (2) 几乎 对 于 所 有 的 z 都 等 于 直 。 
证 明 效 下 面 这 样 定义 go: 

1, 一 和 魏 2 坟 0 

0, zz>a+e, 4<—60— 8, 

一 和 十 2 
8 


，& 和 0s4 十 2， 


Ore (2) 一 


你 十 Qa 十 8 
8 s 


设 gu (42) 的 Fourier 变换 是 Gs(t)。 因 为 gue(z) 是 偶 画 数 ， 
所 以 


一 4 一 上 生 0 和 一 Ca。 图 5.1 


Gas (£) 一 -| Cs 《2) 6 ?idw 
-V2 Jas(£)COS wt do 


一 1y a g'as(T) sin wt daw 


二 2 人 SI zt ds 
= eos at—oos(at e)) : : 


-0 (十 )，ico，， 人 
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因此 Gios lt) 是 有 界 的 。 
又 因为 gur(o) 是 有 界 变 分 而 数 , 所 以 根据 定理 5.1, 有 


gs(o) 一- Gs (bt. (5.3) 
定理 5.1 中 的 积分 |” 具有 lim | ， 的 意义 。 但 是 由 于 (5.2)， 


Gs( 人 Ei( 一 00,00), 所 以 可 把 这 个 积分 考虑 为 Lebesgue 积分 。 
现在 gus(z) 是 速 糖 夯 数 ,所 以 (5.3) 式 的 左边 就 是 gos(2)， 因而 有 


| fOW gus- 
-六 room 记 e Ga CD) 
z -| Gaal) er | f (we-mtdu 
-| PG, : (5.4) 


[因为 Ga l(t) EL(— oo, co ) ， fu) ELi(—o, oo) ， 上 所 以 积分 的 
顺序 允许 交换 。] 于 是 由 于 也 () 一 0, 由 (5.4 有 
轩 上 (woas(2 一 四 Qu 一 0 


合 。>0, 旭 有 
[eo 
因为 a 是 任意 的 数 ,所 以 对 于 任意 的 a 与 8, 有 
| | flav=0, 
就 是 就 对 于 几乎 所 有 的 2, f(z) ~09，， 


@ ”其 实 下 面 的 事实 也 成 立 : 如 对 所 有 的 “有 
ee 
到 对 了 于 几乎 所 有 的 x, 了 (7) 一 0。， 见 A. C, Offord: Note on the uniqueness of 


representation of 4 function bya trigonometrical integral, Journ, London 
Math, Soc., 11 (1986). 


必 
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8$6 结合 夯 数 9 
性 方 (o) 与 和 (oO) 都 是 属于 六 (一 coy co) 的 丙 数 ， 合 9(7 角 

一 六 (jz 一 力 ， 出 
| wl) |g (8, Y) az- aylfa (9) 全 f(z—Y) [dz 


-| Fldy) Polae， 
因此 
[a go Y) ldy< 0, (6.1). 
全 : 
ho)=| gc Day=) f(s) dy, 
剧 由 (6.1) 就 知 禾 z 
[jalw) lar<o. 
这 个 (se) 时 做 广 (2) 与 fa(2) 的 结合 画 数 ,我 们 用 记号 
fi*fa=f1*f2(2) 
表示 它 。 | : 
在 有 (w) 的 积分 式 中 , 合 o 一 y 一 z, 基 Na) 就 成 为 
人 ACE A 


由 此 可 知 
fi1* fo= faxf1, (6.2) 
此 外 ,对 于 三 个 都 属于 Li( 一 co, 0) 的 画 数 i, f2，, fs, 不 难 
菠 朋 
(fxf2a)*fa= fix(f2rfs), (6.8) 
其 次 ,如 果 广 与 fo 的 Fourier 变换 分别 是 如 ( 缮 与 ott) 旧 
。 @ 也 和 为 大 和 一齐 者 注 
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er et AC PCa 
-| Wd) fs yd 


[es 
"一 Ce 


一 cr f(y)e sd， | ef 人 一 9)d0 


一 \ 2327 P(t) Fslt). 
这 样 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 
定理 6.1 和 如果 广 (2), f2(2) 部 属于 上 (一 00, co)， 则 户 *j 
的 Fourier 变换 等 于 /2z Fi() .了 s(t)， 


mo 
则 
7O = 和 户 四 一 oj evfi Wy) ay. 
例 2 如 果 了 (2) -0GD ， 则 积分 
z= em ay 


当 xr>0 时 厅 对 收 钱 。 工 (x) 陡 做 f(z) 的 Laplace 变换 。 如 果 用 ez 代替 z， 
并 把 积分 中 的 y 置换 成 为 e-y, 则 有 


L(e”) = 上 | ef (ey)e-vay, 
L (ez) =| ee yf (e~y) er"ydy 。 


如 采 合 了 (67 一 六 0 ，91 (x) 一 6 273 ga (7) 一 了 (2) ,上面 的 公式 就 变 成 


六 (Z) = 91x99a C72), (6 .4) 
例 3 证 Bx)/ (I+ iz|) EL (0, ~) ;x>0, 例 
Flo)=| 人 - dy. (6.5) 


下 (Y) 此 做 全 (x) 的 Stieltjes 变换 。 
现在 今 全 (2) =- e-ve0 (yjay， 2z>>0， 由 于 


[eis ay= | ye lg Cy) |/yay, 
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而 ye-w< 了 -1 所 以 当 z>0 到 固定 值 后 ,积分 值 是 有 限 的 部 (2) 存在 。 
于 是 有 下 列 公式 
z | 2-22G1 (8) a3 | (6.6) 
-| eras | ee dy 
0 0 
= 三。 Ty) 动 | e-r+y)zdg 
= SY) gy 
~ Jo 2 十 4 Y， 


由 于 最 后 一 个 积分 绝对 收敛 ;所 以 积分 (6.6) 存在 。 
如 果 把 F(z) 写 成 


ro) = 3 ay=|- eradz| esG (y) dy. (6.7) 


今 


91 (7%) = > sech © 5 92(%)=B(e’) er, f 7)=F(er)er?, 


2 3 
其 (6.7) 式 澡 以 各 成 直列 的 开关 
J (7) = 91x92 (2). 
更 在 识 9 (2) 在 区 天 (一 c，co) 中 束 统 而 有 手 , 并 且 坊 程 
y— (0) z (6.8) 
的 满足 条 件 z 
Y=0(6), 2 一 >co (6.9) 
的 解 存在 的 时 候 ， po a 否则 的 话 , 如 果 Yi， ys 是 (6.8) 的 两 个 
解 , 并 且 都 满足 条 件 (6.9) , 会 妇 一 级 二 9 (x) ， 则 9g(2) 一 9 (7x) =0。 这 个 方程 
一 般 解 的 形式 为 4er， 各 时 还 要 滑 中 条件 0) ， 那么 必须 是 4= 0。 
下 面 我 们 指 则 ,如 果 
ez —oo<r<0, 
9(®) ={ 0， 0<=z， 
则 gxp lo) 是 方程 (6. 5) 及 (6.9) 的 唯一 解 。 
根据 假设 , pg(z) 是 有 界 的 ,所 以 积分 


人 e-ip(t) at 
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存在 。 本 是 由 
六 e-tptt)jaAt=o(l), Zz 
得 到 " : 
y=0| ein) dt=0len) 
且 | . 
y= pi2) 十 “| eip(t) at, 
因此 
9 一 =9(2), 
$7 Dirichlet 型 积分 
I 
0, IA|>wv, ww>0, 
D( 内 = 于 ， 入 一 士 il， 
1, | <ew， 
则 了 Ecoy co)， 而 且 它 的 Fourier 变换 是 


1 [= , 
| DX, WemaX 


ee | 


一- 
-和 


-1 | -et 7.1 
一 ~ 2 hy | ( ) 
3 ginut 
四 -Y 元 
由 这 个 公式 及 定理 5.1, 就 得 到 
0, | 和 > 
lim| Si 1 IA=u, (7.9) 
WT Tom —T t 2 
1, |XA|<u, 


在 上 面 公式 中 取 入 =0, 就 得 到 
1 


7 
tm 二 | Sin ut gi1, wu>0., 
TH MT J -TT t 


此 于 等 式 的 左边 是 炎 的 奇 画 数 ， 并 且 当 4=0 时 , 它 等 于 0, 所 以 


$7 Dirichlet 型 积分 


1, “>0, 
4(0 -lim 了 | | 0, w=0, 
To OT .一 和 
. 1, u<0, 
又 因为 sin 好 /是 “的 偶 夯 数 , 所 以 有 
> gin ut 
| 0. 


它 就 是 (3.2) 式 。 现 在 取 (7 3) 的 实 部 ,得 到 


1 in |” am soosja dz=D( =D(N, 1), 


WV Teo0 


式 中 的 DW) 也 能 写作 


Sm 
DW -二 lm ae ood, 
Tz lim 一 全 化 
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(7.3) 


(7 .4) 


(7 .5) 


这 实际 就 是 (7.2) 式 。 在 这 里 分 2=p(6 一 从 , 以 1,p 为 参 变数 ,& 


为 自 变 数 , 划 
一 -全 让 sin p(é—1) t) 2 一 ip 人 一 
DO 一 元 ja] TEE np, 
再 分 和 p=a 有 
1,, {7 sinp(e—t) . ar 
二 | ,ES eed DS). 
由 (1.5) 式 ,就 有 : 
=lim| Sin 2 te-o)gy = Dl 入) biox 
人 To 一 全 由 
分 解 出 它 的 实 部 ,就 有 
1 


把 方程 的 两 边 对 入 在 区 间 (0, 入 ) 中 积分 ,就 得 到 
于 | dN lm| ， 2 S00g (2—a)N\ dg : 


T-}yo0 


= po)oos CA gM, 
当 入 =1 时 ,右边 就 是 


T 
=lim| i cog(z—a) Ndr= D(A)cos CA 和。 


(7.6) 


(7.7) 


(7.8) 


(7.9) 


24 第 1 章 Fourier 变换 
1 gin a 
| 608 GA QA=——, 
0 全 


并 且 对 于 0< 和 <1, 有 
| cos or dA = DN 
0 他 


现在 


VA 
| Sins - COS(W~— a0) hdr 
mm 多 
i 归 
=cosas| sin 2 008 do+sm oh | sing sin hg 


_ Cog CA (| set yet | sin(l— Msg,) 
2 7 L T 0 | 


+ (F -Neg tg). (7.10) 
2 和 ot 7 2 


用 (4.6) 我 们 知道 括号 内 的 积分 对 于 入 是 有 界 的 (对 于 |， 也 
有 同样 的 结果 ), 因 此 |” 及 lim 的 顺序 可 以 交换 , 于 是 
, 1 为 下 
lm 二 | a “Or 
| ,2 2 2 zz| cos(2— 48)N dN 


im sin 2 sin 和 (2—0)y CD) yy 
-71 站 za 


由 于 积分 中 的 画 烙 是 0(- 广 -), 所 以 积分 邦 对 收敛 ， 因 而 可 以 看 成 
是 Lebesgue 积分 。 于 是 


ioo MT 


Sm & 

入 之 工 ， 
o . 
二 | Sing .sn 和 (OZ 一 4) 7 一 Sin oh, 
mj 2 必 一 好 a >》 


Is 1L， (7.11) 


sin gw 
go! A<—1, 


(对 于 -<0 的 情形 ， 因 为 蕉 积 夯 数 是 的 奇 夯 数 ， 所 以 千 果 显然 


i 


i 
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成 立 。) 特 别 当 a=0, 和 A=1 时 ， 


此 分 ， 


一 oo 他 


(时 2) dv=}i, 


(7.12) 


， 和 >1， 


1 
A -2 yg 和 ， IA|<1,，(7.18) 


我 们 可 以 章 复 地 使 用 上 面 的 方法 求 计算 积分 


_1, 和 <—1 


If /sinv , 
Ds(}) = 二 | (CE ) coa)zdz， 


~ ; 2 qin 
万 (和 = 过 | (到 2 ) z sn 2 gy 


因为 


: 所 以 


化 


2 gin 2 cos XXZX 一 sin (二 和)Z 二 Sm 一 入)0) 


oo 2 
DW =| (Ee) cos 和 ed 


一 于 { 吾 (1 + (1—N)} 


0， 


“| 
1— 


另外 ， 
| D,(WaX 


= 二 | (至 人 dao] COS A av 


x 化 
em +, 另 
me | 1 2 2 ) Sin Av dv, 
mJ_wn 多 


| 入 | 宕 2， | 
(7.14) 
》 I 和 A\|<2, 
一 2 QO 2 


图 7.2 


左边 是 于 | 。{ 百 (GL-HX) 十 至 (G 一 六 }a， 算出 它 的 值 就 得 到 
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ja 
(0%) = 二 | 4 ng 


化 刀 


图 7.3 


同样 地 
D(A) 于 | (sn 和 ‘008 Mw dz 


-| sn ) ? sin (1-FA)Z+sin(1— NS 7 
22 


[ei 
1 {BLEN + BLN)), 
把 它 计 算 一 下 ,就 有 
0， | 人 | >3， 
日 3A 入 
8 下 8， 
Da 和 一 3 入 3 
和， 一 
县 吉 二 和 -8<A<-1 ey 
上 骨 同 样 的 方法 ,可 以 顺 次 地 计算 


-3 (2 2) 于 各 qo， p 正 整数 。 
如 果 | 入 | 宇 p, 姑 . 
D, 《9 一 0. 
此 外 ,由 会 式 (7.1) 可 知 D(X， P) 的 Fourier 变换 是 ， 


f 


生 


8 政和 仇 定 更 2 
y 2 sinpt | p>0)， 
汇 t 
因 此 根据 定理 6.1, D(X, pi1)*D(N, pa) 的 Fourier 变换 是 
/a 2 gin pt sin pat 


EE (pi, ps>0) . 
mT + 8 
于 是 禄 据 反 演 公 式 有 
加 | - pst pe esogt= D(A, p1)* D(A, pa), 
Tw . 


方程 的 右边 当 pz 十 ps< 1) 时 很 容易 明 自 是 等 于 0 的 ,所 以 
[A erdt=0, | 人 | 全 mm 十 ps。 (7.16) 
一 般 , 如 果 作 双 个 本 数 的 乎 合 画 数 , 那 末 
人 直 开 Sn pr onqt=0, [A > 证 p3 十 十 pn 


0 k=1, 2,.…,n). (7.17) 
特别 ,从 上 面 公式 可 以 看 上田 


DO 2 - 区 
| (SP Et 如 7 == 0 9 入 p> Wo > 0 . 


"fs 


88 收 乱 定理 
根据 定理 4.1, 在 适当 的 条 件 下 [ 警 如 上 (四 速 向 ]， 有 公式 
1 -| ft) Sa 


-lm 人 f(z1 -全 8 Sinw gn, 


na TT a 
现在 我 们 研究 一 下 ,在 什么 样 的 条 件 之 下 ,能 成 立 下 面 的 一 般 
公式 | 
Co) =lim| fet)K()a. (8.1) 
定理 8.1 设 f (2) 是 2 的 束 芒 醒 数 ,如 果 有 
(i) f(2) ET 一 co co)， 


28 


(过 ) KK(w): 有 界 ， 、 

(iv) 并 (GD) 一 OU (lwl->%); 
划 

lim| jz 二) (w) du = Fo K(wdu, (8.2) 

证 明 兮 17) fot )K wa] | 

z 一 4 十 -2， 
其 中 _ _ 

.=| f(s+ 2)K duo) dr 
现在 对 于 任意 给 定 的 s> 0, 取 6, 使 得 
|f (wt€) —f | 到 2， 上 | 去 6， 
并 全 | | 
n=-n| tn =J1 二 Js， 
由 于 
太一 Fo)| 民用 
= F(t Kn dE nfo)| Kng)aé 
=- 串 {fo+é)— fo}EK (ng)aE 
tnf(o)| EK (ng)aé, 
所 以 四 
Tf 0) | EE AE <n)| Nf (oe) -fo) | IE (ng) |aé 
+nf (o)| IE (mn€) |aé 
<e| IE(E aE+F 0) [EO a. 

因此 


第 1 开 Fourier 下 摘 


(i) 到 EL 一 so ce) 


la sup|73— f(0)| KF (Otl <s, 


yi 


生 


现在 
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而 。 是 任 辣 的 ,所 以 
lim /一 fo K (OE, (8.8) 


al so fot EK (nt), 
据 条 件 Gv)， : 


<n| 7 (z+€) ‘je 


=o([ fet ge) 00). 
这 这 是 说 ,J >0, 于 是 据 (6. 芭 有 
im n= f (0) K(éaé. 
同样 地 能 够 证 明 
im Ts-jO | FO. 
由 这 两 个 公式 就 证 明了 (8.2) 式 。 | 证 毕 


渤 意 ”在 上 面 的 定理 中 ， 如 果 | (Oo | 所 下 (有 界 )， 则 仅仅 假设 并 (0) 
E (一 "2，c)， 贱 可 得 (3.7 式 。 这 是 因为 (5.2) 式 中 的 lim 可 以 写 到 积分 
符号 里 面 去 。 


例 股 下 二 一 地 (2 ne) , 


根据 (7.1D 式 有 | 天) du 一 1 再 由 定理 8.1 及 上 面 的 注意 , 训 可 以 看 
到 下 面 的 事实 。 
如 果 了 f(z) 有 和 界 , 并 量 是 展 于 Li1(— co) 00) 的 萎 数 ,日 f(x) 速生 ; 则 
lim i ~ fC) Sin2n(t—t) ge f(y). (8.4) 


n>” MN (£— Xi)2 


例 2 识 吕 =| (加 二 at，p>1, 则 在 例 1 同样 的 假设 下 


.ni~p SinP WE 一 0) 7 
lim | 7 EE rE f(z). (8.5) 


但 是 值得 注意 的 是 ， 一 一 不 满足 定理 8.1 中 关于 玉 (w) 的 


Ey 第 1 章 Fourier 变换 
条 件 。 也 就 是 说 ， 定 理 4.1 不 是 定理 8.1 的 特例 。 概 找 出 能 够 包 
合 定 理 4.1 的 KK (w) 的 条 件 是 个 困难 的 问题 。 

定理 8.28@ 设 了 (2) 是 zw 的 连 各 责 数 ,如 果 


~ (> If oo (* AAO co 1 
(i) -< ， 全 {Te dé < (p>1),， 


(i [IECO I | EK NE, 


-日 土工 _ 
并 朋 万 十 了 了 工 ， 那 和 勾 
Him| f(s+E)K (CaF) FOU. (8.60) 


注 莫 ”这 个 定理 当 p=1i, 4= ce 时 也 成 立 , 也 就 是 说 , 如 果 /对 z 连 
萎 , 并 且 


。 ”| | wo 
(人 三 i ~ 


(11) | lx lat<e, IEK(t)| <B (B 是 与 8 无 关 的 常数 )， 
划 公 式 (8.6) 成 立 。 

定理 8.2 的 锋 明 如 把 固定 ,并 股 p (一 了 (2 十 人) ， 则 内需 
发 证 明 下 刘 两 个 公式 成 立即 可 : z 


lim| o£) E(t mp 0) EECA, (8.7 
lim| po(£) E(t-9(0)| kK(é)at. (8.8) 
如 果 能 证 明 (8.7) 式 ,把 其 中 的 及 (6) ,p(é) 分 别 换 底 ， 
K(-é), 9(-é 


来 考虑 , 那 就 得 到 (8.8) 式 。 所 以 只 要 证 明 (8.7) 式 。 先 考生 下 出 
公式 z z 


-| (FE) KO-p0)|, KE 


入 ”3S，Bochner 及 泉 信 一 : 东北 数学 杂志 , 42，1936。 


4 


$3 骤 歼 定理 31 
=| | o£)= 0 (OE 
-中 {9(6) -9(0))K (ng)at. 
因为 根据 假设 , p (8) 在 =0 处 连 粹 ,上 所 以 对 任意 的 2 二 0, 可 以 类 
定 6, 使 得 jg(€) 一 9 (0) |<; 0 委 上 过 SG， 莽 中 
4 Kléladt. 
现在 把 积分 了 分 咸 两 部 分 
1- +n| = T+ I. (8.9) 
0 dd 


in| lg 人 -p00) EK (ni) a 


=| RCné) | 用 = 区 -ECG dé<§. (8.10) 

现在 取 这 样 的 mo, 使 得 

G 一 并 | 4 "9 2 

64EG GE) < 
其 中 
nl | 2 (€) |? 
As | 和 7 

再 取 满足 条 件 

ie [KO EE 
的 nn. 全 NN 二 max(no， ni) ， 当 wm> 信 时 ,性 


一 | (EE (ne) aé tnp (0) | KCng)at| 


< oO E(t) tie) ], IK(O) dé 
: =J,, 1 十 了 22。 
应 用 Horder 不 等 式 于 Ia1, 就 有 


39 第 二 章 Fourier 变换 


(| x) ( [mlél 1 (ne) Ia8) 


A, (| él-1, |K(E) ea) < 


因为 Ts 一 去， 所 以 把 这 两 个 千里 溃 同 (8.10) 代 入 (8.9) 式 ， 
就 得 到 
1T|<s. 证 毕 
如 果 要 诈 明 注意 中 所 让 及 的 情况 ， 那 么 只 要 证 明寺 面 的 7。 
是 雳 部 可 。 
因为 我 们 能 名 确定 这 样 的 8， 使 得 
~» op(€)| ee 
| 一 < 惟一 杞 


nf rE Kng) el < 人 2 人 né K (né)dé 


b 


此 只 需要 证 明 
limn{ wp 人 Ke) 蛤 -0， 0<8<b<o0 (8.1D) 


就 够 了 。 因为 (8) /EEL(3,5) ,所 以 存在 着 有 界面 数 (6)， 
满足 / / 


人 1 人 GAME) lat<§. 
于 是 
网 Ecoee|- 


"| eK nat| 
-0 rooas] (Ene K (nt)at 


i 


$9 淅 近 公式 33 
b 和 wv 加 
< 2 风 | Ine 60 tt ON ne EOE 
6 站 
但 是 |wK (ww) | <<B, PC 所 以 


| 人 + 


di 


如 果 久 取得 相当 大 ,上 式 最 后 的 一 项 可 以 与 者 任意 地 接近 ,这 样 研 
证 明了 (8.11)。 


<etso|" KBs<etio| IK(é) ladé. 


1 2 
例 变 K (&) = 2， 
f (7?) 是 过 种 栈 数 ,并 且 


让 HT 
期 


mm- 方 -| ft)e i dE (2%). (3.12) 
30 ~ 2 
上 面 这 个 公式 ,就 是 在 

| jztE)K(E) d=n pst) Fn) dy 


- 7 开罗) 人 


”中 把 天 配 成 -0 “， 并 会 oa 一 六 的 烤 时 。 


(8.12) 式 的 左边 叫做 Weierstrass 的 奇异 积分 。 
489 渐 和 近 人 公式 


定理 9.1 设 f(z) 是 在 x 近 偿 具 有 > 次 过 车 导 酚 数 的 酚 数 ， 
大 且 
G) flo) € Li(— 00, co)， 
(ii) wEQ) ET (00, 0), KO Eh-6, 0),0>0, 
(iii) 六 全 old (lul—>00), 
则 当 9~>coe 时 ， 


34 ”第 1 章 ”Fourier 变换 
| e+ [过 氏 COau=f oa) K (w) dut: | UK (tw) du 
+ wk (w) duto( 二). (9.1) 


证 明 分 
J f(z+ LK Gd 2 > -| wk (du 


=n| f(t) Dn) FE (mE) 
=- 中。 7Ge+ 旬 - SD EK (ng) 


_Tf (2) k 
tm) f(t)K (nk) dé S| ,EK (ng) dé 
一 .站 十 了 十 了 3 。 
根据 Taylor 定理 有 
foté)— TEE v40E) fo} (9.2) 
(0=0(£), 0<0<1) 六 在 对 任 太 给 定 的 6 0, 取 洲 样 的 5808 了， 
使得 
年 <3 时 ， [Joe 上 6b6) 一 Po(o)|<e。 
了 已 被 分 成 卫 , 1, I 三 个 部 分 。 把 (9.2) 代 入 五, 期 有 
ni<en|, lS) IK (ng) laé <en),, IK (ng) |aé 
上 | < 1 | 有 | < 


<e| IE(O IE, (9.9) 
又 利用 条 件 (i) , 得 到 z 
< ,LIEK (nb) Ia 


i 
=|, 8)=00), 


J If 


此 外 ， 


89 浙 近 公式 35 


| < 六 - 2 | 公开 GE) |aé 
3 i ] |, et 
-六 DD， 
于 是 当 n>co 时 ,有 
| se| IK(é) | 号 +o(d)。 
因为 。 是 任意 的 ,所 以 lim 了 一 0， 寺 志 


定理 9.1 是 定理 8.1 的 推广 。 对 于 定理 8.2, 也 能 孝 虚 它 的 
推广 ,这 个 问题 的 土 论 此 处 从 略 电 。 
特别 分 2= 0, 妈 在 定理 9. 工 的 假发 条 件 下 《全 We) ;可 有 
下 面 的 号 法 : 


Or ro K(wa 


+ 二 区 oa wk (ww) au 


0) 了 wk ta 


Nl pl 


+0(-57). / . (9.4) 


eu u>0, 


例 股 K(0)- -1 。 
则 
ff ee-mas= i (0) + 三 PO) + "0) 


十 … 十 


OO Tc 人 (9.5) 
又 如 训 


E(w) | ew wu>0, 
人 = 
. 0) u<0, 


mp 


四 ”从 看 青 沼 龙 诬 : K5dai Math，Sem，Rep.， 近 刊 。 


36 第 :六 人 交 FEonrier 变换 
则 有 


工 0) 
212 nm 


f°00) ,13 (2p—l) 2 


人 (ZJ ea 一 | f(0) 十 - 
心 

nt pD) 122 np 
1{ £0 + 1 fF" 0) 21 DC) 


% 3! nm 51 15 


+ + ) 
" + p+1 "Am 


3 
1 理 


f" 0) 1 3 am (0) 
a 十 下 


.13. pd HO 


(2»p)120 1222 


Lf FO 1 FO 2 1H) 
2nl % tar 123 BE 75 


2 


+ 


4 (PD! f(D (0) rol I ). : (9.6) 


(2p 一 1)1 np-1 


Cy 


$6 总 和 和 起 理 
现在 孝 庶 比 $9 中 所 部 的 定理 更 一 般 的 及 式 
lim| fF K (wp, us Sdu=f (8) 


成 立 的 条 件 。 
定理 10.1 设 当 60 时 ,存在 着 这 样 的 正 数 w， 使 得 
K (zg, 8) -0 (1), gz—ul<d (10.1) 
-OCT | 了 一 中 | 学 (10 .2) 


觅 立 。 星 外 ,有 
”用 不 同 的 方法 来 导出 这 些 渐 近 公 式 的 有 瓦 ， BR，Willis;， A formula 
for expanding an integral as a serieg, Phil, Mag,, 39 (1948). 还 有 C.J， 
Tranter: Jntegral trausforms in Math, Phys., John Wiley, 1926. 
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lim| Kl(s, wu, $=1., (10.8) 
又 如 
f(2)/ (1+ ol ETa(~o0, co)， 
上 有 有 “ 
lm| K(o, w 6)f(W duf (0). (10.4) 
但 是 这 里 假定 : : 


| , Flotw flo) av=08), 30 (10.5) 
汪 明 根据 (40.3) ,事实 上 只 需要 证 骨 
lim| TD -FE d=0 (10.0) 
印 可 。 分 
1=| {F000) #2) F Ce, du 


-| {f (s+ —f OE oe, sto, 8) du 


-| +| 一 五 二 7， 
Le 8 El > 
利用 (10. 了 就 有 常数 01, 使 得 下 面 的 公式 成 立 。 


Bi<| ,f(t -7 | IE (0, otu, 8) low 


<0: | e+ 四 -HG ou 


于 是 根据 (10. 国 , 当 3->0 时 ，， 整个 的 式 子 收 仇 于 雾 ， 这 就 是 襄 
11—>0 z (6—>0). 
其 次 ,利用 (10.2) , 就 得 到 


<| e+ 鸭 -7CD1K(e otw, 8) | 


<0.0°| [f(z+w) —f (2)| 2 (10.7) 


lw]>8 [w]e 


38 第 1 旭 Fourier 这 换 
现在 只 要 永明 最 后 的 式 子 当 6->0 时 , 收 仇 于 雳 就 够 了 。 为 了 这 个 
目的 ,分 : z 
z=| If (+ -fF (9) 1de. 
根据 (10.5) 所 假 衣 的 ,对 于 任意 答 定 的 。, 存在 着 四 使 得 
xD<ei, Oti<y. ; 
时 
> 13 91 > 
一 了 >， :十 Ta >， 
Te (e+ 四- 一 了 ee) | dv 
上 之 1 村 | 去 分 


[wt 


一 8 -2 + [| | i (atD 6"| : A | 


| [| 3<itic 


“etetorDe] 5)<2e(l1 和 (10.8) 
又 因为 

lini 了 » -= ]im G2x | If (z+w) 0 | 

5-0 30 jw t+ ’ 


|i>n 


所 以 把 (10.8) 代 大 (10.7) 之 内 ,就 得 到 
T2730 (3->0) 


特别 当 


-1 sin? A (2—2) 
0 和 Ke, u, 0) = mh (BO—w)2 


时 , 苹 以 取 a=1 ， 驶 紫 满 正定 再 10. 1 中 的 条 件 ， 于 和 是 就 有 下 面 的 
定理 。 
定理 10.2 (i) 识 了 (2)/(1+o) ET(—o%0, oo), 并且 


| (f(g+%) —f (2) Ids=0(h), (10.9) 
期 


去 10 a WD qf 0.10) 


和 于 肥 演 公 式 及 (C; a) 总 和 法 和 
GD) 如 果 Jo)/GL+o)E 六 (一 co ce)， 那么 几乎 对 于 所 有 
的 2 公式 (10.10) 成 立 。 
这 也 就 是 8 8 中 所 讨 的 例 1 的 情况 。 至 于 (让, 因为 (10.9) 几 
平 对 于 所 有 的 x 成立, 所 以 是 十 分 明显 的 。 


公式 (10.10) 的 左边 叫做 (2) 的 Fej6r 积分 ，S2L 叫做 

Eejer 核 。 
8 11 反 演 公式 及 (C,w) 总 和 法 

角 (2) € Ll 一 9 co) ? 宪 的 Fourior 变换 是 F(t) . 棋 据 定 
理 5.1, 如 果 了 (2) 在 z 的 近 傍 有 界 变 分 ,其 可 以 知 洲 了 (t) 的 北 
Fourier 变换 是 3{ f(z+0) +f(g—0)}. 

“现在 我 们 考虑 没有 “f(z) 是 有 界 变 分 "这 个 假定 的 情形 。 

一 般 ,如果 p(w) 在 有 限 区 并 内 是 可 积 的 画 数 , 且 

lim| (1 一 人) 0(UdU = wa0 


存在 的 话 , 那 么 就 说 积分 | p (wdu 为 (Oo) 可 和 ,和 并且 总 和 是 了 
有 时 写作 


oa 人 pw- (11.1) 
当 a=0 时 ,这 个 定义 与 | / 
人 Goau 
存在 的 意义 是 一 样 的 。 


定理 11.1 (i 设 f(w) Ei( 一 0 co)) 它 的 Fourier 变换 
是 于 的， 期 对 于 几乎 所 有 的 ,有 


-| FOG), a>0. (9 
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《ii 在 由 的 假设 条 件 之 下 ,对 于 满足 条 件 


| er 一 Altu=00 (11.8) 
的 2, (11.2) 成 并 。 
证 明 根据 定义 只 溺 证 明 ,在 (11.3) 的 条 件 之 下 ,有 
-| (下 one (11.4)- 


部 可 。 
现在 ( 寺 .4) 的 左边 是 


了 7 到 | fe 
-| f (ww) du - @ mu Git(e—w) gt 
-元 | fl au ?| (1—£) cos (2—w) dt, / 


分 
K(%, 外 ， 元) 于 | (1-£) C08 t (2— 1) dt, 
其 
K(%, 2 十 必 ， = 和 | (1 —»)"eos 入 OU dv 


/ -=| (一 0) 呈 1 sin )ou dv (根据 分 部 积分 法 ) ， “(11.5) 
再 设 1 一 2=w/ (hw|), 居 


， 1 & li ms WW) 
K(s,. 2 十 4 二 )= A le | sgn AIEEE 
a XI 四 一 20) gy . 
nA“ | 人 5| 2 十 pi a , (11.6) 
当 入 |w| <1 时 ， 这 个 积分 的 码 对 值 小 于 。 
不 | 全 | 1 
| 7 dw 


rd 


四 sent 代表 :的 入 号 。 


$11 反 演 公式 及 (C， 4) 总 和 法 41 
的 稻 对 值 , 故 有 界 ; 又 当 和 lul > 工时 ,有 
f Sn 人 (Ed = i sin(E—w)dw| =0(1) 


wr 
(第 三 中 值 定理 )。 
因此 恒 有 
IY] 入 — 
人 碰 公 全 一 四 do-00)， 
于 是 由 (11.6) 有 
K(%, v 十 WW， )= OU 
又 由 (人 1. 有 
K(g, z+u, ¥)=00%). 
另外 ， 
-TITN ie， 1 
|_K(, 好 jw 上- K(v， 2 天 ja 
一 < ou (1—v) gin 和 oo dy 
~lim&| 二 du| (一 2 Sin 和 OU dv 


由 于 右边 的 积 分 有 界 ;, 所 以 


到 | (4—v) erly lim | -Sin Mw Do op 
| 0 7 一 oo 忆 
一 

i 2 一 i e 


lim eh i AV gy, 


入 


-al| (1~0) ”1dv=1, 


这 样 就 已 经 广 足 了 定理 1£.1 中 的 的 一 切 条 件 , 于 是 定理 
得 证 。 . 证 些 


4 第 { 章 Fourier 要 换 
注 世 ”对 应 于 定理 4.2 的 Fourier 重 积 分 定理 , 在 (11.3) 的 条 件 下 , 成 
开交 : 
工 (C， 2 al fl oos tu wdu=f (2) a>0. 
x 0 一 6 
这 里 (C, %) 的 意义 是 
ea ， 1， 由 t \a-1 。 
of ataf A ou. 


412 平均 收敛 


在 前 节 中 人 铭 计 入 了 一 般 的 总 和 定理 。 在 (0, 0) 的 情形 中 ， 核 
(2, 4, 0) 具有 KK (w 一 4% 6) 的 形式 。 事实 上 , 很 多 的 核 只 是 依赖 
于 2 一 4， 所 已 本 :5 特别 研究 下 面 形状 的 积分 


za 8)=| 下- 9)7(oDdu 


莽 且 讲 芥 一 下 ,在 什么 桩 的 条 件 下 x(2, 6) 平 均 收 敏 于 六 (zz) 。 
定理 取 .1 如 果 
(ij) K(wu, 6)>0, 


(ii) | K(w, 8)du=1, 


( 沁 jim| ，， 玉 (us 8)duw=0 (y>0, 并 有 是 辕 定 的 )， 
那么 当 :(2)€ (co， co) 时 | 
-lim| lxte, 3) ~f(0) d=0. 
本 有 oe 


bz; 0) —f (9) 一 | Kw, 8)f ld fo) 
-| Kb, Hf (so)do—f (0) 


-| (v2, 5) {f(z 一 0) 一 f(2)}dv (根据 (ii))。 


4 


8 雪 尘 均 收 训 4 
于 是 
1=| lx, 5) —f (2) de 
<| do Klo, 8) fF(e—o) f(a) do 


-| Fg Wao ec-o-rola 2.D) 

(12.1) 式 中 右边 的 积分 ， 岂 于 当 任 取 5>0 时 , 根据 (让 、 
kK (vw, 6) 恒 是 有 腹 的 ， 所 以 约 对 收 人 敏 。 于 是 积分 的 顺序 可 以 交换 。 
现在 说 z 

?(0)=| IF- —f (0) lao, 

那么 ,大 家 涩 知 , 当 0->0 时 , p (v) =o(]) .于 是 对 于 任意 给 定 的 6， 
取 这 样 的 9= ms) , 使 得 
2(o)1<s， | <7， 


再 分 
1<| _ K (g, gp (dy 
+| E(B, 09 (d=1+ls, 
加 
| <| Kt, vav<el K (g, 0) dy = 8, 
又 | 


9 (0) <| | f (2—o) aot) If 0) ldo 
= 引 f(z) ja， 
最 后 的 积分 成 为 常数 0， ` 即 ? (0) 是 有 界 的 ,所 以 当 6->0 时 ， 
as<c| Ge 9do >0 (根据 GD) 


第 1 章 ”Fourier 变换 
于 是 若 对 上 而 所 确定 的 7 选择 6 这 样 小 , 使 得 最 后 的 积分 小 于 
£， 央 

[Z| <2s, 证 些 


特别 分 


“了 
K (0， 5)=—K(%, 二 ) 一 二 Sin2 入 2 


0O3 


草本 定理 中 一 切 假设 的 条 件 都 能 满足 。 因 此 如 果 f(2)E ,上 
bo] | 二 0 Ga 


第 2 章 ,的 Fomrier 变换 


13 LL; 的 3 ourier 变换 


首先 施 明 下 面 的 宕 
定理 13.1 J) Lo co)， 则 存在 着 属于 L 的 夯 


数 五 (), 使 得 


lim | .| FD -二 - 3- Feed ?pt—0, (18.1) 


这 个 函数 FG) 是 做 画 数 f(z) 的 于 ourier 变换 。 
证 明 全 : 


[70 -Polaro (00). (13.2) 
再 全 


P(t) = 方 -|、 falt)e-mt dry, 
因为 产 ()E 有 一 co ee) ， 所 以 这 个 积分 存在 。 
人 识 分 计算 一 下 。 发 8>0， 
ROY 


吉 | ee fl) maz] fay) er dy . 
-1 | falw )dz| Fwy oxp {一 吉 3%2+(y 2) 》 


2 


根据 (3. 示 ) ,最 后 的 积分 等 了 25o 好 ,所 有 


‘6 : 缮 名 章 Ls 的 Fourier 变换 
-5 5 3 f (war | Fe dy, (18.8) 
利用 重 积 分 的 Schwarz 不 等 
和 一 S10? 雪 
< 站 三 | jz) |?e EA dvdy| 


En hs 
-| "| [fol2) 1? 0, drdy 1 1 


- | 六 (ja 人 du。 

=| lz) ?az 。 
这 也 就 是 说 ， 

人 Ope |. Co) lads, 
在 这 里 ,如 果 取 6->0， 由 于 6 “ 单 秋 地 趋 近 于 |， 所 以 我 们 可 以 
把 lim 的 运算 用 在 积分 符号 之 内 ,而 得 
人 pas| ie bear. 

这 样 就 证 明了 F(t) € La( 一 02, 00)。 


由 (18.3)， 
A A 
1 ”1 
-元 二 ay| slo) fuloty y) dr 
, 1 /0 
| 5 ~ pW (18.4) 
这 里 : 


OAOACE LL 
这 个 画 数 p(y)， 因为 它 小 子 或 等 于 
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1 | 3 
(aae (| lft av) 
-| fC0) do<| 1 ld, 
所 以 是 有 界 的 ,又 因为 
19 (ys) 一 p (ye) | 
(人 ba) 人 et -fle ty) le) ， 
所 以 是 束 续 的 。 于 是 根据 8 8 的 例 才 有 
0 -oe 
当 630 时 ， 根据 (18.4) 有 - 
[lr@ = la, 3.5) 
其 次 ,再 把 f(z) 和 次 成 f.(2) 一 及 (2), 由 (18. 辐 式 有 
EAE 


-| fC) -flo) ldo=| ,Nf (0) la, 
子 是 当 b>oc 且 6 一 ce 时 ,就 有 
| B,C) dt-»0, 

因此 ,存在 着 满足 下 面 关系 的 属于 Ls( 一 oo， oo) 的 丽 数 了 (从 ， 
/ [FD -FOP (oo0). 
: z / 证 毕 

定理 18.1 中 可 以 不 用 (18. 了 ) 式 ,而 用 下 面 的 式 子 - 

lim | |PO- -总 | f(s)e odo| df, (18.6) 


好 -co 0 一 6 


这 可 用 完全 同样 的 方法 来 证 明 。 


48 第 3 章 工 :的 Fomrier 变换 
如 果 在 定理 18.1 证明 中 的 (18. 申 式 内 , 取 o->co, 就 得 到 了 
下 面 定理 中 情形 (i) 的 证 明 。 
定理 18.2 () 设 f€ELs( 一 %,%)， 它 的 Fourier 变换 是 
三 的 ， 出 成 立 着 


OIE 1ZG Pa. (18.7) 


的 发 (2) Eo( 一 00, 00)，g(2)ELs (oo,o0)，, 它们 的 
Fourier 变换 分 别 是 了 Q) 与 G0) ,其 


F yoeaac rr aaa 


| f(a oao=| FOGGat. (18.9) 
公式 (13.7)，(18.8)，(13.9) 都 是 做 Parseval 等 式 。 
全 : 
方 -| g (8) edo Go (¢) 》 . Nak f(z) eitrqdvw= FV', (#) 9 

根据 假 衣 有 : : 

1i.m. Gu (2) = (2), im. Fm) = (rp),. (13.10) 
公式 (18.10) 的 意义 是 : Gu(e) 与 了 (8) 分 别 平均 收 敏 于 G(o) 与 
五 (z); 也 就 是 说 ,它们 分 别 志 示 着 下 列 的 关系 : 


人 Ge ~G(0) lado»0， 
| zs -CDjzar>0. 
再 者 这 个 时 候 , 对 于 任意 属于 7 的 夯 数 9(o)， 
tm | Plo)g(w)do=)| Plo)g(o)do, 
地 
lm | ”Fo(o)g(o)dz 一 | Lim. Folo)g(o)dp, (13.11) 


人 工 的 Fourier 访 掖 49 
证 明 ” 贞 (13.11) 有 有 
| foOG(Odz=| 7 Lim ,God 
0 一 oo G-yeo 


= lim | f(a) Gu, (wv) dg 


oo 1 | 
一 ] 1 / 少 dr 一 一 一 4 
人 | cxy ( ) ~/ 2 rm 9 4) 2 多 


一 lim lim | ,f (8) de = | 9 We du 


Ga3oo bo 


一 lim 1h lim n| 9 (WW) ou 5 fw)e ur 
再 一 次 的 应 用 (13.11) , 则 有 


= im | gu) du 1. i. ‘mm. flw)e dy 


5 二 |- 
= lim -| gwW PF (v) du, 
因为 9(W) EE La, 了 (WW)E Ls, 所 以 
-| gD Fad. 

这 样 就 证 明了 (18.8)。 : , 

”到 于 (了 要 .9) 可 以 用 完全 同样 的 方法 证 肝 。 另 外 还 可 以 锭 下 面 
这 样 地 利用 (13.7) 来 永明 。 

因为 f(2) 十 9(z) 的 Fourier 变换 是 了 P(t) 十 G(t) ,所 以 根据 
“(18.7) 有 


| ECo +g(0) ia Ga 
于 是 有 
| f(g) az 十 | lg 人 dz+239 | f(g de 
=| [FO IG@ aron| POGD. 


辐 ” 光 代 表 复 数 的 每 部 ,让 代表 复数 的 庶 部 。 


50 第 2 章 _ 7。 的 Fourier 变换 
由 此 就 得 到 了 | / 
从 | 7 (gg) do = 人 (GT A (13.12) 
此 外 , 因为 (8) 十 iy(2) 的 Fourier 变换 就 是 了 (ft) 十 iG (2) ,所 以 z 
用 同样 的 方法 ,能 够 闵 明 
| fg a0=i | FOF, 
由 这 个 公式 和 (18.12) ,就 就 明了 / 
| 7o5Gjiao=| FWD。 证 毕 
注 党 ”如 果 利 用 这 样 的 事实 , 即 G (2) 的 省 Fourier 变换 是 9(2) (下 一 
节 将 要 讨论 ), 则 (13.8) 与 (13.9) 实质 .上 是 完 双 等 价 的 公式 。 此 外 还 可 以 把 


它们 写成 下 面 的 形状 : 识 fr) ELa(— coy co) 9(7) ELa( 一 cy ce) 抽 它 们 
的 Fourier 变换 分 别 是 五 () 与 GD ， 则 有 


| 7 (WG (2) a=|” 7 (og (sd. (13.13) 
此 外 ,如 果 把 g(y+x) 看 成 是 z 的 画 数 , 则 


他 ， 中 
Hu(t) = | 9 y+) ei dz 


= 


全 于 


1 G+ . 1 +y 
-it(w-D) ro cit me™itz 7 
= ge (2~Yy 人 etty | ,9(%)e ttz qz, 
所 以 注意 到 “(13.6) ，g (x+y) 的 Fourier 变换 就 是 etvG(?), 其 中 G(t) 是 
9 (2) 的 Fourier 变换 。 这 样 再 根据 (13.13) 就 得 到 了 下 面 的 公式 


[x (WG (ewat=| 7 (tg(y—z) dz . (18.14) 


8 14 工 , 的 Fourier 变换 的 反 演 公式 


当 fE I 的 时 候 , 它 的 Fourier 变换 和 区 的 着 Fourier 变换 ， 
仅 当 对 了 加 上 了 种 种 的 假设 以 后 , 才能 等 于 f(z). 但 是 当 了 (2) 
EL:( 一 00, co) 的 时 候 ，f(2) 的 Fourier 变换 了 (的 溃 Fourier 
变 虱 一 定 就 是 f (2) 本 身 。 


$ 14 了 的 Fourier 变换 的 肥 演 公式 | 51 
定理 14.1 识 了 (2) EL( 一 00, 00)，, 宅 的 Fourier 变换 是 
. 1 「 _ z 
f) =1.i.m..- tz dg, 
4 go yy Dm sf (We ° 


期 PELs( 一 o0, coo), 并且 


f@) -lim. |), PO. (14.1) 


通明 关于 了 了 () EL 这 个 事实 已 于 定理 13.1 中 诈 明 过 了 。 
这 样 , 根据 定理 13.1, FF() 具有 Fourier 变换 。 也 就 是 说 ,存在 
着 面 数 p (2)， 使 得 
4 ?pity | ce 
[- p (2) -| ， b(t)e z ut | dz 一 0 5 一 cc， 


现在 只 需要 指 1 对 于 几乎 所 有 的 z， 都 成 立 荐 9p (2) = 了 (2)。 


首先 对 于 任意 的 E, 有 
| (2 ) aL = [ dr 1.i.m. - 方 -| et 
of 2 和 


bo ~/ 27 


= lim | -dz| ， F(t) edt 
bo J0 /27 | 


1 | 

z -5 lm | 一 夺 一 夏 . : 
由 于 了 (WEL2s(—00,c0), (et ~—1)/(it)E Lo(—e0yro0) (£#0), 
所 以 这 个 积分 经 对 收 化 。 于 是 


ewe] OT .149) 


现在 全 
(2) =1， 车 = 在 (0,6 中 ; 
9g(2) 后 0， 对 其 他 的 >， 

则 

J fwa0= | fl)g (0)de. 

因为 9 (2) 是 Ls( 一 co, co) 中 的 夯 数 ,而 


52 第 2 窒 To 的 Fourier 诡 撤 


0 
全 (A 一 -总 | 0 (~) eiy cl 
oy 一 


1 feel 
-| 09 一 全 V2x > 
是 与 无关 的 画 数 ， 所 以 go) 的 Fourier 变换 G(7) 就 老 
一 itt 
-7 二 让 .于是 根据 (18.9) 有 
7 ANT 
| fis)de=- - 襄 =| POG 
= = 1 页 6 各 一 工 了 加 
一 - 方 -| _# (t) ot Gs. (14.8) 


由 (14.2) 及 (14.8) 就 得 到 
| .Code=| ,7oae， 
所 以 fo) 9 (办 对 于 几乎 所 有 的 z 都 成 间 。 证 此 
f (8) 与 五 (的 关系 可 用 下 列 会 式 表 示 。 
定理 14.2 褒 了 (%) € 上 ( 一 29， co) , 择 且 它 的 Fourier 恋 斤 
是 也 (人 D， 草 几 乎 对 于 所 有 的 1， 有 


o : Civt. 
/ PQ) = | fw) dn, (14.4) 
对 了 于 几乎 所 有 的 zz; 有 
， 
f(D) = 人 人 OO (14.5) 


证 明 把 (14.3) 的 两 边 对 微分 即 可 。 办 为 了 的 Kourier 
变换 是 (一 2) ,所 以 由 5 ) 驶 得 到 


“二 一 -7 二 二 了 | f(— 0) ld 


1 区 :项 | ET :一 了 
‘Dx Aas 以 ?2 0 


这 就 是 及 式 (4 人。 让 


和 


在 Ls 的 情形 中 上 成立 着 与 定理 生 .1 同样 的 事实 。 


$14 Zo 的 Fourier 变换 的 民 演 公式 3) 


定理 14.3 说 了 (4)C Io( 一 o0, co) ,并 用 它 的 Fourier 变换 
是 五 (4) , 划 当 


: | [f+ ~ (0) [du=o0) (14.6) 
的 时 候 , 有 z : 
(0, o) TDH)， a>0, (14.7) 
注 曲 我 们 假定 对 于 几乎 所 有 的 wy (14.6) 式 成 立 。 
z t| “ie 
证 明 本 万 -|， (~ 二 ys tir (tdt 


可 = 到 | (1- 有 ev dtl. i, m. | etf (u) du 
一 入 
lim . - 元 | (- 有 cd eiut f (0) du 


-oo 分 三 


| 


fo Dar 


lim 去 | Dau| (1- 二 ) to 


-Ef sf GA) wete wa 
证 明 的 后 牛 部 分 与 定理 全 .1 的 证 法 完全 一 样 ,故此 从 赂 。 


第 3 音 Kom ier-Stieltjes 积分 


$15 单调 图 数 
发 {2 ,(2)} 是 定义 于 -co<z< ce 的 单调 增加 贺 数 的 画 数 序 
列 。 如 果 有 这 样 的 一 个 单调 增加 画 数 了 (2) ,在 了 (z) 的 连 葡 
所 0 


(om 一 有 Po)， 

则 称 了 ,(z) 疆 收 分 于 古 (z) , 也 简单 地 说 它 收 合子 了 (z)， / 
”如 果 f(z) 在 [2, 切中 连续 ,了 (2z) 在 [e, 3] 中 是 单调 丽 数 。 朗 
46 一 00<2<…<2 一 是 区 间 [cy 2 的 一 个 分 割 ,在 [zx, zxi 中 
任意 地 取 6&4, 假若 当 9= max (wrn 一 2) 下 0 时 ， 

lim $f (én) (F (gc043) —F (2)) 


分 钢 及 6&1 的 选择 部 无 关 而 存在 , 那么 这 个 极限 值 就 叫做 jc) 
2 (Zz) 的 Riemann-8tieltjes 积分 。 我 们 把 它 记 作 


| f(z)aF ly), 
各 时 (Ge) 在 一 o0<o<eo 由 速 锁 ,了 () 在 (一 co oo) 中 单调 ， 
,和 兰 且 
存在 ,就 把 这 个 极限 值 记 作 
| fwWare. 
和 如果 (2) 连结 , 则 (15.1) 也 简称 为 Btieltjes 积分 。 另 外 ,如 果 


lim | Fo (15.1) 


$15 单调 丽 数 6 

Fr(z) 在 一 seo<z<oco 的 任意 有 限 区 间 中 是 有 界 变 分 而 数 ， 则 因 
为 它 可 以 写成 两 个 单 蛮 增加 夯 数 的 差 , 所 以 关于 这 种 而 数 的 积分 
可 以 写成 两 个 Stieltjes 积分 的 差 , 因而 也 能 定义 关于 这 种 下 (2) 
的 Stieltjes 积分 。 这 种 积分 的 一 些 性 质 是 大 家 所 熟悉 的 , 帮 在 此 
不 另 介 帮 。 

下 面 先 证 一 个 了 elly-Bray 定理 。 

定理 15.1 设 卫 ,(z) 是 在 fa, 5] 中 的 单调 增加 夯 数 (一 co 
<a<b<00), FL)~—>E (PT) (n>00) ， 此 外 (0)—> Plo), CD) 
一 (23). 慢 


lim | f(o)ap,(o)=| Da (5.9) 


这 里 的 了 (z) 是 在 fo, 9] 中 的 束 炽 醒 数 。 z 
证 明 先 取 PL) 以 太 FP,() (n=1, 2， 3…) 的 连 种 点 Tn,ke 


? je 
fm(2) = 和 (Vn, p) Twn rpm) (TV) , 
在 这 里 
: Gs, 1 om, rn) (2) | Dn pS Vin, Nd 
一 0, 对 其 他 的 %， 


于 是 由 于 
b «km z . 
| FalaF, (0) = Tf) | Los son (0) dP, (0) © 


Ky : 
= 忆 Ff (Wk) LA ， (2 p+1) 一 五， (wn, x) 9 
主根 据 Btieltjes 积分 的 定义 , 当 m->oo, max (zpri 一 Zu,k) ->0 
时 ， . . 
b “~ b 
[faap a) >| oapa (15.3) 
图。 Jo(o) 不 是 束 盾 的 ,所 以 有 边 应 看 做 左边 的 定义 。 昌 然 了 在 所 考虑 的 区 问 申 


为 4 罕 amvinl 也 不 束 芒 ， 但 是 | .Ten zw sy (w)aBn(z) ==] ”dFn(o) 是 有 有意 
义 的 。 
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同样 地 | 
b b , 、 
站 az] Jeep (5.9 


了 (Cr x+1) 一 如 (qn, x) 一 > 人 (git1) — ff (wm,k) , 


所 以 
| fra, C0) = Sf (om) LBCeniss) — Flom)] 
> (on) EF (042) —F (wn)] 
-| f(ar lo), (15.5) 
另外 ,全 
1=| yaP 一 | Fa 
-ya 


+| (Ca ON AO 


当 m>0o 时 ，fm(2) 收 伊 于 f(z), 邹 max oO 一 joyi 一 0. 
“所 以 对 任意 葵 定 的 s, 有 这 粒 的 mo; 如 果 mme, 则 max | 了 (4) 
一 f(z) | 二 se。 又 存 在 这 样 的 m0, 当 n>rw 时 ,有 1,(8) 一 了 (2)| 
zs, 及 |7(0) 一 了 (a) | 过 se。 于 是 当 m>mo, no 时 ,就 有 


se| dps(o) =eCB() — Po)) <e(F(O) ~ Fla) +2e). 
: (15.6) 
同样 地 ,有 z 
Tsl<e(F 0) ~F(0)), m>m. (15.7) 
另外 取 定 一 全 %， m>wmo; 并 全 mn->cc， 那么 根据 (15.5) 硫 
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有 7s->0。 于 是 对 于 使 wm 成 开 的 1， 
(limI|<e(F(0) —P(0) +28)+e(F(?) —F(g)). 
因为 右边 的 式 子 与 m 无 关 , 所 以 全 e->0 就 得 到 
lim T=0. 证 块 . 
定理 5.8 设 了 (z) 在 区 隐 ( 一 oo, co) 中 连 缕 ,Pi(o) 在 同 区 
间 中 为 一 致 有 办 的 单调 增加 夯 数 ,了 ,(2)->F (2),( 一 2<<s 之 00)， 
《i) 如 果 还 有 条 件 lm f(z) =0, 则 
| ADapsO->| yjazG)， (15.8) 
( 划 如 果 jz) 有 界 , 并 是 了 (二 co) 一 下 (十 co)， 甩 (一 co) 
地 了 (一 co0) , 其 (15.8) 仍 然 成 立 。 
证明 (iD 到 8 及 4, 使 得 [f(z)|<s, |z|>>4, 并 设 |7, (2)| 
< 五 。 对 于 B>>4, 有 
jf War | <ef ae / | 
: —s{F,(B)—F,(A)}<2e.K. (15.9) 
因为 在 一 ce 近 傍 的 积分 也 是 周 样 的 ,所 已 积 分 


| Paazsa 
存在 。 面 积分 
| fare 
同样 也 存在 。 
现在 分 


人 rarso- 人 roazan 
四 {| (vAPFnT) 一 | 7 (par 四 | 十 | flo) AP, (2) 


-A “oo +1 
OLBAC OL 
= [十 Jo 十 1--.[TTs 。 : 


58 第 3 章 Fourier-8tielties 积 萝 
在 (15.9) 中 , 介 B->co 就 得 到 
|1s| <28K, iZs| 志 2eKk, 
同样 地 有 I1;| <2eK, lI1,|<2eK., 
积分 五 根据 定理 15.1 收 钱 子 替 , 寸 是 证 明 完 志 。 


(ii) 取 这 样 的 4, 使 1,(oo) 一 了 P(4) |<e, 并 设 |f(2)|<c， 


划 
| WG QF,(8) | < [ QZ) <C8 。 
对 于 积分 | ”可 以 同样 地 处 理 ,于 是 得 知 积分 


(GEAG 
是 存在 的 。 至 于 积分 


人 az 
也 一 样 是 存在 的 。 
和 (i) 中 的 评 明 -一 样 , 程 据 定理 雪 .1, 对 于 任意 的 4, 有 

了 71 一 >0 《一 >co) . 
其 六, 因为 了 ,(o0)->F(oo), 所 以 对 于 任意 的 6 汪 0, 有 这 样 
的 ro, 使 得 : 


[Flo0)—F(oo)|<s (n>no). (15.10) 
又 把 4 取 为 了 (zw) 相当 大 的 连 禹 点 ,使 得 z 
[F(A)—F(o0)|<e. (18.11) 
， 再 取 n 二 mm, 使 得 
[F(A)—F (A)|<e, (186.12) 
于 是 


[Bi(A) 一 到 (co) | 二 (4) —F(A)| 
~ +IF(4)-F(o0)!+|IF (0%) —F,(o0) 1 
而 根据 (15.10) ，(45.10 ，(15.12) 有 有 
| 五 (4) 一 PCco)|1 <8s。 


Ny 攻 


pe 


Pt ud 


i 


8 16 Fourier-Stielties 积 从 59 


Tl < lars(e) <e | APsko) 
=6c{F,(00) — F(A4)} <3ec, 
再 引用 -一 下 (15.11) , 就 有 
imi<ef dp (wy oF (05) ~ F(A)) eo. 
我 们 可 以 对 I Ts 得 到 同样 的 佑 值 ,这 样 就 证 明了 (让 ) , 证 毕 
§ 16 Fourier-Stieltjes 积分 


设 了 (2) 是 定义 于 (一 oo, ce) 中 的 有 界 单调 增加 鲸 数 。 


.了 (o0) 一 B, 了 (一 0) 一 4。 积分 


f0) =| GAF(g), oto0 (16.1) 

时 做 了 了 (2) 的 于 ourier-Stieltjes 变换 。 当 B=1, 4=0 的 时 
候 , 也 可 把 卫 (z) 中 做 分 布 图 数 ，f( 介 叫做 特征 国 数 。 特别 是 在 
概 府 论 中 常常 使 用 这 样 的 名 鹿 。 

定理 16.1 两 数 f( 具有 下 面 的 性 质 : 

(i) If I<B-A,f(0)=B~-4, 

(证 ) f( 一 从 = 了 (从 

链 明 (i) 取 靶 样 的 卫 , 使 得 三 (ceo) 一 了 ( 人 ) < 去 ， F(— 人 ?7) 
< 时 ,就 有 

f(t) —F (=| (0itin— Gir) GF (1) +| (sz 一 QT 《2) 


a 则 当 | 五 一 如 | 


+| ee 一 ea) 
一 人 1 十 [十 1s， 
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这 里 | 
12) ap(o) =2(F (oo) PT)) < (16.2) 
同样 地 : 
: 1s | <. -+ (16.3) 
5 : 
又 


|Is|< 人 eeron- 二 qz) 
<| ee 一 
<| 人 
< a dF (2) < | ~ts|T(B—A) 
<ST(B8— 4) 


< 本 . 
于 是 结合 (16.2) , (16.3) 一 齐 考虑 ,就 有 
/ If 0) —f (ta) | <e. 
”说 ) 与 (iii) 的 性 盾 非 常 明显 ,证 明 略 。 证 毕 
特别 ;全 
F(z) =0 (z<0) ?9 


F(z)=1 (vz>1). (16.4) 


对 于 这 样 的 丽 数 也 (2) , 了 (2) 就 成 为 
/ f(0) ~) ddP (0) ~1, 
序 现在 不 能 成 立 和 Riemann-Lebesgue 定理 对 应 的 事 实 。 虽然 
这 个 例子 中 的 了 (lw) 是 不 连 纺 画 数 , 但 是 也 有 了 (lz) 连 线 而 它 的 
Fourier-8tieltjes 积分 不 收 化 于 寺 的 例子 人 @。 可 晨 , 下面 的 定理 
谨 广 。 

@ 参看 河田 : Fonrier 务 析 与 确认 福 ( 中 庚 馆 ; 其 和 22 年) ， 


/7 


f 


8 16 Fourier_Stieltjes 积 芬 6 
定理 16.2 床 f(t) 是 也 (zw) 的 Fourior-3tieltjes 变换 , 划 
(i) lim na | flt)e tat=F(v+0)—F (2—0). 
(让 ) 特别 ,如 果 了 (2) 连续 , 则 
3 1 Voirt ff 
tim | ,f(s)e "d=0 


。 1 fz tr 1 {7 —iz ” iwt 
证 明 | ADeea= 二 | | gut dF (w) 


-| a _。 97 


-|{”_Sin 了 2 一 0 
人 Pe ape). 
2 ->0 〈 了 一 co ,光头 0) ， 2 一 了 (w=0)., 


因为 5 关于 也 一 臻 地 是 % 的 有 界面 数 , 所 以 上 列 积分 当 


“一 co 时 的 极限 值 ,可 以 把 极限 运算 施行 子 积分 符号 之 内 而 求 得 。 
因此 极限 等 于 


| ei(2—wW)t dt 


| e(w)aF(u) 
(这 里 e(w) =0, uz, (2) 一 了 ， 这 个 积分 明显 地 等 子 了 (2 十 0) 
一 下 (一 0) ， 证 些 
下 面 的 定理 揭示 一 个 与 Parseval 等 式 类 似 的 公式 。 
定理 16.3 说 (2) 的 不 连续 点 是 2,(v=…, 一 1, 0, 1,…)。 
分 Fw,+0) —F(s,—0) = 一 DD,, 出 
lim | fd Sp. (16.5) 


是 明 | OPu= 本 人 太 fF 
1 


= 二 | | sd Co) 上 | etaF (wy) 


”jp ” gin(w—y)1 
z -| a CON aF'(y), 
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用 定理 16.2 证 法 中 的 车 果 来 考 虚 ,就 有 
lim #7 | HG 2 {Flot+0) Plo-0))dF(o) 


证 地 


如 


= Dp. 
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我 们 研究 一 下 Fourier-Btieltjes 变换 的 Dirichlet 积分 。 为 

了 简单 起 见 , 假设 五 (z) 是 有 界 菲 减 画 数 , 并 且 在 它 的 不 沉 点 ， 
总 有 

F(o) -于 (Po+T0) +F(o-0)). (17.1) 


这 时 ,我 们 说 画 数 了 4z) 已 彼 标 准 化 。 
定理 17.1 如 果 F(L) 的 Fourier-Btieltjes 赤 换 是 7 六 则 


lm 二 | SED peg 上 ertdF'(g). (17.2) 


oo 代 t 
证 明 取 了 >|z|, 并 全 
tn, e003 sore 


| —7' T 
一 全 T—£ 


伍 人 J 一 7 一 2 江 
屋 了 (co)= B, PP( 一 co) 一 4 其 上 f()| <3 一 4 氛 
< 二 (B- 人 | 到 = 和 log- 庆 


ze YY 、 A 全 一 2 
当 了 一 ce 时 ,右边 收 狂 于 0， 于 是 
as 一 0 (了 一 >co) ， (17.3) 
同样 地 
.xz 0 (ZT—>00). (17 .4) 


其 次， 
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了 | Sn AN -| SinA 7 | iu+ap PR 
三 A to) 
=[ ed) i| edu. 
由 (7.2)， 取 了 ->co, 划 有 


lim 五 一 | DO verdr (ly) |. 
TO 一 2 _ 


其 中 

0 ,2 > 
DO,, v) 1 1v| 

2 
1， 1 四 天 入 ， 

也 就 是 有 

2 一 0 
lim 2 一 


erraF (wv») 十 到 | etep dF (2) 十 了 | evradF' (0 ) 
0 2 } .0 2 -0 


| 
一 人 。 saz -| ， 一 | ) 


_» ~—4—0 
二 六 (PF(—N-0) P(N+0)) 
+ 
“3 


er*( FAT+O) 一 FW- 0)) 


-| et dF (v) —e(F( NTO) 一 页 ( 一 人 )) 
一 ee F(X)— F(A— 0)+s 到 RA—0)—F(—A+0) 
t(DP(N+O) —F(A—0)), 
反 这 个 式 子 代 到 (17.1) 之 内 ,就 得 到 
: lm 五 一 | dp lo). 


由 -oo 


由 (17.8), (197. 人 以 及 这 个 式 子 就 得 到 (17.9)。 证 毕 


“© @ 正确 地 就 ， 这 里 应 歧 用 Lebesgue 收 做 定理 。 
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特别 ,如 果 在 定理 17,1 中 设 z=0, 旭 有 


FF ON ~P(~N) ~ lim | -23 sinXt ff、 (17.86) 


另外 ， 如 果 腑 了 (E+ 各) 代 软 了 (E)， 则 由 于 所 对 应 的 Fourier 
Stieltjes 变换 变 成 ”ff()，(17.5) 变 为 / 
, 1 T ott pi lat 
P(E+§)-s (条 史 - 于 如 | e 7 0 eo 2 f(t, 


2Tr 了 -co J -7 


四 进一步 ， 恋 ¢= 方 ， 就 得 到 下 面 的 结果 。 


定理 17.2 说 有 界 单调 增加 面 数 了 F(z) 的 Fourier-Btieltjes 
变换 是 了 (#), 剧 : 


F(g)— 0) =- ln), 人 Gd。 (17.6) 


这 里 的 下 (o) 还 要 满足 (17.1)。 
上 面 的 公式 叫做 下. Lévy 反 演 公式 。 
定理 1 .3 如 果 有 界 单 调 增 加 画 数 (2%) 的 Fourier-Stieltjes 
变换 六 四 属 巴 Li1( 一 0, co) ,或 属于 Ls( 一 0, oo0), 肿 了 (2) 可 写 
成 不 定 积 分 
: Fs) ~F(—o) -wo . (17.7) 


在 这 里 (ww) 之 0 (对 于 几乎 所 有 的 办。 当 f( 直 Eh 时 , g(w) 有 
界 , 并 且 对 于 一 切 1<r, p(w) EL 都 诬 直 。 当 了 (1) EIs 时 ,对 
一 切 的 1<7<2, p(w) E 都 威 立 。 
证 明 者 了 (i)Eh. 设 了 (#1) 的 普通 的 Fourier 变换 是 
V2x 9 (w)。 就 是 
| fd-Vow), 


这 样 , p(w) 显然 是 有 界 的 。 另 外 
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| plwdu—| | /Or 如] F(a egy 


-| - 一 fF (1) . 
这 个 式 于 的 有 边 和 和 (17.@) 的 右边 相等 ,所 以 
Fr) —£ (0)= -| p(w du. (17 .8) 


对 这 个 公式 的 两 边 微 分 , 就 可 看 出 对 于 几乎 所 有 的 4, pg (w) 二 0。 
取 和 一 一 9) 出 有 


P(e0) -FO0)-—| ola. 
由 (17.8) 减 去 上 式 ,就 得 (17.7)。 又 取 z->o0, 由 (17. 7) 得 到 
| 0 (0 一 站 (co) 一 下 (一 co) 。 


这 样 , 注意 到 gp(g 关 0 及 gp(D E 厂 (一 coy co)， 以 及 90 有 界 ， 
就 可 以 知道 g(w) EL(1<r)， 
其 次 , 设 f() ELs( 一 oo, oo0)。 再 设 f(4) 的 了 的 ; Fourier 
变换 是 2m 9 (0), 即 


2 
和 .上 面 的 情形 一 样 ,利用 (13.11), 有 


" -一 | 1 “ tt 
| oa | duli.m. -|e f(t)at 


(w) =1.i mi om f(t) 
? “Do0 : TT Jv A ” 


1 2 TT . 
~ lim 时 人 eitu f(t) dt 


Zeo QT 
-二 
于 是 根据 (17.6) ,有 
Fo) -BF(O)=| po. 


和 前 面 _ 样 p(W ELa(~o0, %)， 又 因为 2z p(w) 是 fE 工 的 
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Fourier 变换 ,所 以 (6) ELs( 一 00, 00)。 因此 pg(W) EL (一 %， 


o0), 1<r<2, 证 举 
§18 Parseval 等 式 


设 .Fa(o) ，Fs(O) 是 在 区 用 (00, co) 中 有 界 章 调 增加 画 归 ， 
并 日 为 简单 起 见 ,让 为 溃 入 的 @。 今 


| YLO 一 2QEe(U 一 A (2), : (18.1) 


那么 不 难 理 解 ， P(e) 也 是 有 界 单调 增加 而 且 是 束 续 的 。 玉 (2) 由 
做 ax 与 As oo 为 了 与 8$6 使 用 元 全 相同 的 刀 法 , 而 避 
竟 混 乱 , 所 以 号 
.Flg) = Fx*F,(y). (18.2) 
它 与 fsx #1 是 相等 的 。 
定理 18.1 说 如 (2) 和 了 (4) 的 Fourier-8tieltjes 变换 外 
别 是 广 (t) 和 fo(t)， 壮 么 了 Pix 了 a== 忆 的 Wourier- Stioltjos 变 
换 f(2) 等 于 fi(4) 与 f(t) 的 禹 积 。 
征明 | eaf (vy) -| end(| Fs (2—waFal(w) ) 
~ lim |, 


2 « 。 Sl toy ~” _ 

ee ar 
-| Fg, 1— wu) dFs (wu) }, 

在 这 里 , 假 训 4=wo<< 和 1 过 … < 过 0,=B， 并 且 lim 是 在 n>co, 

max (一 2o-1) 一 0 的 意义 下 来 理解 的 。 于 是 


一 lim lim| p20 (Face 一 四 -Pie :一 内 [2Fs(w). (18.3) 


A > 一 09 
i 


四 “如 果 积 分 是 Lebesgue-Stieltijes 积分 ,就 不 用 这 一 假定 。 
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”由 于 
> 6 te 《3 (2 一 2) 一 .1 (2 -1 一 纪 ) } 


< He — Filo} =F1(B) — F(A), 


而 这 是 有 界 的 ,所 以 尤 许 把 (18.8) 中 的 lim 符号 移 到 积分 符号 之 
内 来 运算 ,就 有 


站 | / 
(18.8) = lim da 人 | CAC 
有 -CC 下- feo 
= 上 | Ps(on) | et Pi) 
-| e's ds(w) | CHP (LY) 


POP 
证 些 
此 外 ,如果 也 ，Fs， Fs 中 任何 一 个 部 是 有 界 右 粮 单 讽 本 煌 ， 
剧 成 立 
Pip) Po Pas (Fup). (18.4) 


$19 单 疯 画 数列 的 收 语 


履 {(o) 是 单调 夯 数 列 , 合 Tc) 的 Fourier~Stieltjes 变换 
是 刻 ( 划 .又 胜 Fu) 在 所 有 也 的 不 如 各 点 处 部 忆 入 标准 化 。 
“现在 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 19.1 裔 有 一 个 与 % 无 关 的 常数 以 , 使 得 
: Fi(c0)—P(—o0) <M (19.1) 
成 六 。 又 设 (4) 对 于 几乎 所 有 的 1 痢 收 笋 了 于 一 个 画 数 (让 ， 
(i) 三 Ce) 一 也 (一 00) 收 化 于 一 个 单调 增加 丽 数 ( 台 收 化 )。 
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(ii 对 于 几乎 所 有 的 1, 成 站 着 
FD) enaz@ (19.2) 
证 明 对 / : 
f(D)=| eral) 
两 边 施 以 积分 ,就 有 
| f(t d= | dt 人 ord (oz) 


-| =! dF, (2). (19.3) 
取 4, 使 得 4>2M/e, 其 中 。 是 任意 的 正 数 。 由 (19.1) 我 们 容易 
理解 ，F,(2) 一 也 (一 oo) 是 一 致 有 办 的 。 于 是 据 大 家 所 熟悉 的 定 
理 , 可 以 找到 标 数 的 部 分 数列 Ny (k=1, 2，…) ,使 得 对 于 几乎 
所 有 的 2z, 有 


Ps) — Pi (—o0) >F(e), 


再 根据 定理 15.1, 有 
A oil 和 A pizt : 
| OP, -| 一 二 dadaF (2) (£—>00) , (19.4) 
”又 因为 
: f(D) <| dno) <M, 
t t | 
sm | / du= | 7 (WwW) du, (19.5) 
再 者 / z 
et—1 ， 9 ， 9 0 
| 2 化 df (2) [< 了 | df of < 了 | Qi(DZ) 
2M 
< < (19.6) 


于 是 由 (19.3), 就 有 


| 
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of Sal- fr fm 


oo df __. if 
+| 一 -ap | 一 二 一 1 dp(s)| 


e” 二 dF (2) 


一 fraa_f (Dau+| 区 


- apo) + oe pu 
A FA VE 


<|| eweaf fun(wdu |+ 
-| 所 el 


| 与 pist —— 二 dP, (2) 


aF (2) 


"ro 


由 于 (19.6) 是 后 一 项 的 信 不 能 直 直 s, 当 b>oo 时 ,右边 的 第 一 ， 
RA DC de 


WR 


因此 : : 
A 
把 这 个 式 子 对 t 微分 ,那么 对 于 几乎 所 有 的 +, 恒 有 


2 


艾 因为 


et—1 et—1 
op Lg 


如 把 t 固定 , 并 合 [tt <6 , 尊 么 我 们 能 勿 容 曲 地 汪 明 图 数 对 
于 % 一 致 地 有 界 , 而 不 超过 一 个 定数 。 所 以 尤 许 在 上 面 的 公式 中 
把 微分 移 汉 积分 符号 之 内 ， 从 而 知道 

f=) gst dF (g) (19.%) 
对 于 几乎 所 有 的 都 威 立 。 这 样 就 证 朋 了 了 (ii)。 


Ci2(t— (人 ) 一 -1 -| 
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其 次 , 极 据 定理 18.2 及 (19.2) 成 站 着 
Po -PO -| .19.8) 
若是 FB(2) 一 女人 一 co) 不 站 伊 的 话 ， 硬 各 有 这 样 的 数 {ni.} 9 对 
于 它 了 (2) 一 玉 o( 一 ce) 并 不 收 伍 于 环 (z) .那么 我 们 可 以 在 数列 
{ny} 内 取 一 个 子 列 《2 人 对 于 它 Row (8) 一 了 ws (一 00) 政 敏 于 
(2) 而 ac) 一 Fit0) 与 F(z) 一 了 (0) 不 妨 假 裔 是 不 同 的 。 


但 是 对 于 且 , 可 以 象 上 面 这 样 地 得 到 相同 的 (19.3') ( 仅 把 也 改 


成 请 )， 因为 (19.8") 的 右边 是 一 样 的 ， 所 以 得 到 F(z) 一 了 (0) 
= 也 (2) 一 PF1(0) ,从 而 导出 陡 盾 。 于是 五 明了 P(r7)— Pn(— oo) 
必定 收 化 于 了 (4%)， ”证 毕 
定理 19.2 ”对 于 单调 恤 加 硬 数 列 {ZF,(z)} 验 卫 co) =B, 
(一 00)= 二 4， 双 设 Bo) 的 Fourier-8tieltjes 变换 是 f,(t)， 
f(t) 对 于 岂 平 所 有 的 点 收 化 于 一 个 责 数 f(t), f(t) 在 t=0 处 
回炉 ,并 且 7(0) = 了 8 一 4。 那 末 , (2) 就 收敛 于 一 个 单 亩 圳 加 丁 
数 忆 oj ,了 (0)=B, 了 (一 60) 二 44， 并 且 了 (tb) 对 于 几乎 所 有 的 
t 等 于 了 (8) 的 Fouvurier-Stieltjes 变换 。 

证 明 不 失去 问题 的 一 般 性 可 设 4=0。 这 时 不 妨 把 了 (2) 
考虑 为 『,(z) 一 4。 于 是 根据 定理 19.1, (2) 一 8,( 一 00) 收 煞 
于 一 个 单调 增加 画 数 太 (c) . 因为 现在 了 ,( 一 00) =0, 所 以 了,(2) 
站 敏 于 了 (ce) . 这样， 对 于 几乎 所 有 的 t 成 立 着 


-| ear. (19.7) 
”余下 我 们 所 要 证 上 明 的 ,就 是 z 
下 (十 co) 一 六 (一 co) 一 了 (19.8) 


(19. eh 和 了 (ec 要 不 
(ea)>BH 妈 几 为 Ce) 所 外 P(e) <8, 就 是 


以 


4 19 单 山 冰 数 烈 的 收 镍 ?1 
和 由 于 了 卫 ,(#)-> 了 (zw), 就 有 了 了 (oo) <<B， 这 样 就 引出 子 盾 。 于 是 
也 (一 o0) 一 0, 而 由 (19.8) 就 有 三 ( 十 co) 一 卫 ， 
现在 证 明 (19.8) 。 先 取 使 (19. 站 碟 立 的 数 友人 in, 关机 -> 
于 是 在 
flin)~| omadp(o) : 
中 合击 >0, 划 根 据 假 说 有 f(im)>B。 又 公式 的 右边 收 敏 于 
apo). 因此 


B~| ap(o)=F(+o0)—F(~o0). 证 华 


下 面 蒜 朋 一 下 定理 19.2 的 洲 定 理 。 

”定理 19.3 订 {7,(z)} 是 单调 十 加 的 夯 数 列 ， 并 潍 (oo) 
一 B, 了 (一 00) ==4, 如 果 了,(2) 收 雍 了 一 个 单调 增加 夯 数 (zw)， 
莽 且 (oc0)==B,， 了 (一 0)=4, 那么 卫 ,(w) 的 Fourier~Stieltjes 

变换 在 任意 有 限 区 江 中 一 至 收 敛 于 了 了 (w) 的 Fourier-Btieltjes 

变换 。 z 四 

著 明 不 失去 一 般 性 可 合 4=0，B38=1I， 因 为 可 以 代替 

Bo) 及 了 (@) 而 考虑 一 下 (Pu(O 一 们 及 -二 (一 个， 


这 有 时 仅 是 它 合 的 Fourier_Stielj es 变换 扩 大 也 二 信 。 
于 是 取 4= 0, B=~1, 苦 且 对 任意 的 正 数 *， 取 这 样 的 蕊 , 使 
得 下 和 一 革 都 是 也 (z) 的 连 种 点 , 并且 了 (一 卫 ) 二 志 ,1 一 P(X) 
< 和 5， 对 于 这 个 决定 加 , 当 n 之 WV, 时 ,有 


“1%’ 


P(E) POE) | < IF) 了 (一 蔗 )| < 吉 ，(19.9) 


因为 了 ,( 士 是 )-> 卫 ( 土 卫 ) ,所 以 这 种 取 法 是 可 能 的 。 又 任意 地 取 
定 1 考虑 这 样 的 二 | 让 二。 再 决定 这 样 的 V1, 使 得 n 宇 Wy 寺 ， 
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|_ Do -Fiao< (19.10) 
人 N 一 max(N,， N). i 议 
ean] ear |<( f+ )ant® 
(fh) 
一 2 十 了 ?十 zs。 


” 洛 是 mn 二 入 , 用 (19.9) 就 有 
0O<L<F,(— 及 ) 二 {1—F,(X)) 


邦 。 


全 saCrso 一 2(o) 


委 闷 (一 于 ) 十 工 一 下 (一 总) +6<6+6- En 


0<TIs<F( 一 尺 ) 十 代 一 F(X)}<i5+ 5 一 太 ， 
再 使 用 分 部 积分 法 ,就 有 
Ts< le (F(X)—P(X)) Tle YP,(—T)—P(—))| 


- 至 
十 it| em(Fn(a) —P(w)) do 


委 | 三 ) F(T)I+|IF(—X)—F(— 太 )| 
+7| [F,(2) PF (8) do， 
这 个 式 子 ,由 于 (19.10) 及 (19.9) 而 
< 条 十 而 十 否 。 
于 是 


| | ezt CN (0) 一 | esi CD) <e, 证 志 
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$ 90 Mellin 变换 


设 * 一 5 十 让 (co 是 定数 )， 丰 (cao € 上 14(0, ceo)。 那 么 , 河 
f (ow 1E (0, 0o) 时 ， 


SG) 一 | -Fo)oriaa (20.1) 


就 里 做 了 (2) 的 了 ellin 变换 。 如 发 z=e", 则 4 在 (一 co, co) 中 
变化 。 我 们 来 考虑 小 e")6"!5 (一 co<y<co) ,可 以 看 出 


| fe) emay= | aleraz<co， 
所 以 这 个 画 数 的 着 Fourier 变换 是 
-| fle er ety dy = -二 | fd) ed. 


于 是 f(x) 的 Mellin 变换 $$(s) 恰好 就 是 /az 1(ey)eoy 的 Fourier 
变换 , 所 以 Mellin 变换 从 理论 上 来 看 可 以 妇 竺 为 Fourier 变换 。 
譬如 , 下 面 就 把 问题 化 成 Fourier 变换 的 情形 求 导 出 Mellin 变换 

的 反 演 公式 。 
定理 20.1 说 jz)ox-i6 疡 (0, oo), 并且 在 wx 的 近 傍 f(z) . 
是 有 界 变 分 画 数 。 如 果 f(z) 的 Mellin 变换 是 8(s) (s= 十 多 ， 
那么 

5 l (f(g40) +f (2—0)} -lm 二 | 和 (or (20.2) 
证 明 把 避 (s) 看 成 为 上 的 函数 (8= 一 5 十 甸 。 因 为 它 是 画 数 
V5r (ee 一 2rp( 作 的 Fourier 变换 , 据 定理 5.1( 合 z=e’， 
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2 (9) 在 9 的 近 傍 为 有 异 变 分 ) ,有 
1 一 1 1 ? oy z —iyt74 
Vt{p(y+0) +p(y-0)}—lim -| ,Bo +i)e wigt. 
分 光一 多 则 有 
pAYTO) 十 9 一 0) ={f 240) 十 太一 0)122 ， 
根据 这 式 ,上 面 的 式 子 就 变 成 


14, 一 1s S| ; ?AN aif 
{f+0) +f (v0)} lim -元 oti "a 


T 
= lim 起 | (cr 十 好) otit) gt 


Tsp0 2 
区 
同样 能 证 明 , 对 Mellin 变换 成 立 着 下 面 这 些 和 81L 中 同类 的 定 
理 (让 朋 从 咯 ) 。 

定理 20.2 设 f(4)271E 六 (0,co)，f(o) 的 Mollin 变换 是 


(4s) 3 一 5 十 他 ) 。 如 果 了 (Zz) 在 点 2 处 如 和 续 ,那么 对 于 几乎 所 有 的 
2， 有 


i 
和 iim 可 pu 


f (2) = Him - A 7 )S (ds. 290.0) 


人 -oo 29s #7 
又 和 上 理论 类 伏地 成 立 着 下 面 的 定理 。 
定理 20.3 县 3is=oi oz 入 (co) ETa(0, co) 。 如 果 合 


$(s, 4) = | f(g) -dg, (20.4) 。 


唱 守 (s, 4) 在 区 间 (cc 一 tco， 十 ico) 中 平均 收 竹 于 一 个 汞 数 
入 (s) , 就 是 谣 存 在 着 人 3(s) , 使 得 


lim| |8(8) -8(,A) d=0, (20.5) 
此 外 ,如 果 合 / 


Fo, 四 = 二 二 | So-ds， (20.6) 


& 20 Mellin 到 的 vy 
则 有 | 
lim [lf —f(v, o£-1idr=0. (20.7) 
并 且 有 : 
3 

其 中 $(s) 称 为 (2) 的 Mellin 变换 。 

定理 20.4 设 上 3 了 f(z) 以 及 sz ”2g(z) 痢 是 属 子 荆 ,(0, oo) 
的 画 数 ,并 且 f(z) 和 9(e) 的 Mellin 变换 分 别 是 信 (s) 及 人 (8) , 则 


| ,f (0)g lo) do | S$) (20.9) 


| lei- 二 | I(tid) [a (20.8) 


定理 20.5 设 w 3 f(z) EL: (0, 0), oo gg) 所 也 (0, 

500), 了 ,9 的 Mellin 变换 分 别 是 S$(s3), (8), 则 f(z2) 9(2) 的 

Mellin 变换 是 
1 


Ds 
下 面 我 个 举 几 个 关于 Mellin 变换 的 例子 。 识 f(z)gr-1 
E Za yo) 的 Mellin 变换 是 WW(s)，s= 一 十 个. 象 这 样 的 Fo) 及 
$C) 有 下 面 几 个 简单 的 例子 : 


oioo 
| ， VV) G(s wi)Aw, 8 一 6 十 儿 。 


fF(2), OF C， 
{> 0<2<9， 4 ， o>0, (20. 10) 
0, Za, - : 
| log (a/%), 0<2<oa, La o>0. (20.11) 

0， 4 之 G) 
又 如 果 设 
Ls) = 名 十 (hs>D), (20.12) 
划 


| 一 一 本 TS 一 dr 一 6 Tm 1 >, eMderp . 
0 6 一 卫 0 £0 


天 一 0 0 - | 


中 
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(容易 理解 此 处 | 与 忆 万 许 交 换 ) 
-3 工 eredu= T(E) 


0 (146): . 
这 就 说 明了 (e 一 蕊 一 的 Mellin 变换 是 工 (s)& (s) (Rs>1). a 
证 朋 ， (er*-F-e *) 1 en 变换 是 六 (8) is>0。 这 < 
1 ， 工 
(9 二 一 去 十 击 一 …(Gis>0). 
了 5 : 


521 Hankel 变换 


上 下面 我 们 不 加 证 明 地 述 设 一 些 有 关 Bessel 画 数 的 必要 知识 。， 
我 们 称 
y+ 好 十 号 入 | - 
0) ~ 5 0 Wy>—D) 1.D 
为 次 的 Bessel 丽 数 , 世 它 是 对 所 有 的 2>0 定义 的 。 


2) 一 -cog 12) = 2 in 
另外 ， 成 立 着 积分 关系 
9 去 ) 
yz) = 一 一 < | 一 12) 到 cos 而 (Wy <— 志 ). 
tT 了 (w+ 2 


(21.2) 
区 个 式 子 可 以 利用 cos zi 的 宕 级 数 展开 式 来 证 明 。 由 (21.2) 使 用 


一 下 余 基 变 换 的 反 演 公式 ,就 得 到 (lz> 一 可 ) 


| ($ 三 J Oma I 12y 玛 ， 0<t<1, 
“~0， t>1, 
另外 ,ye) 有 下 面 的 渐 近 展开 式 : 


| (21.3) 
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， 本 / 1 1 422- 13) (42— 
J = one( (2 一 了 一 二 zz) 也 Ee -3 wp 1 : 


一 V -sin (ec 一 -二 下 一 过 | 4 


(4z2 一 了 2) (4»?— 38) (人 2 一 53) jy 
0+. “| > 1).(21.4) 


在 这 个 展开 式 中 ,全 2-xo0, 旧 MzJ,(&z) 一 0(1)。 又 按 J,(2z) 的 
定义 , 当 2>0 时 ,有 J,(z) 一 0(w*), 于 是 有 ' 


Vn,(r) =0(1). (21.5) 
又 由 (1.1) ,有 下 面 的 公式 : 
LI = (8) — ,a(t), (21.6) 
ZT (0) = — pT, (0) +w Ty), (21.7) 
2jJ 2) = ,1(%) — J ,1(s), 
0) ,1.8) 
此 外 ,还 有 
a’”,， 0<a<1l, 
[Tn)T ond ol (21.9) 
0， a&>1, 


现在 设 f(z) € Li1(0, ceo) , 作 下 面 的 积分 
HO = | ca Vizf ls)de; t>0, (21.10) 


由 ( 氏 . 妈 ,这 个 积分 焰 对 收 笋 。 五 人 ) 时 做 画 数 f(g) 的 次 
Hankel 变换 。 对 于 这 个 变换 成 立 着 下 面 的 及 演 公式 。 

定理 氏 .1 设 f(z)€L1(0,oo) ,并且 它 在 点 2>0 的 近 傍 是 
有 界 变 分 而 数 。 仍 fc) 的 Hankel 变换 是 五 (六, 草 


守 {f(z+0) +f(2—0)} =| HG) 7,0) Vrtdi，yv 之 ~ 雯 . 


(921.11) 


hip 


我 ”难看 MacRobert，Spherical Hazrmonice， p. 274, 
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义 明 由 (21.6) 及 (21.11) 容 易 导 出 下 面 的 公式 : 


Dd be SPACE Sa Tuy) — Yt | 
0 


-Jo Ts。 91.19) 
发 8 是 相当 小 的 正 数 。 
jo7 8) VE Wa od) Va [Ty) v 厅 1)m 


-| J, (ot) /at dt 国 JJ ( 蕊 ) Viyf (yay 
十 | (zt) VR | T(ty) Vf (dy 


+ ed) Via 7 VB Wy 
. 一 vi 二 To 二 Ts 

出 ， 让 

n=V3| VY) Tet) ,yd 

利用 (21.19) ,就 有 

一 A/ 7 入 全 TV y+1 MT), 人 所 二 -Way, (Aw) VYyf ly) ay 


一 人 人 了 一 要 


Wi ry | (AU 泡 了 f(ady 


TMT AM) oe) 7 fy 
一 ,六 一 
由 (21.5) ,就 有 
Ts=0V Df JOD) BL Wey 
~0(VT)| +0 VD . : (21.18) 
使 用 了,(2) 一 Os*) 这 个 性 质 ,第 一 项 可 写成 
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oR) O00 lf) [oy 


-Om yl) lay)= 0(], flay) 
=0 (1) ,和 A—>00, (21.14) 
其 次 全 MW 之 1, 那么 由 (21.4) 就 能 导出 下 式 。 


00 主语- os(y- 计 w-- 雪 wr) 


一 二 -7 和 seo- 二 7 oz)+0 (Do 
人 My re (ss 


(Ny) )， 
于 是 (21.18) 的 第 二 项 成为 
全 (Aeos hy+ Bsin My) ryto( -| Day jy) 


=-0G| (Cheosjg 二 Ba hg A gy 


+o(+ A /9) lay)+ of ll flay).. 


这 里 的 第 一 项 根据 Rioma an_Lobosrue 定理 ; 当 入 一 >o0 上 时; 收 伍 于 
零 。 而 第 二 、 三 两 项 是 : 
co” lf 1a)+o (|), flay)=0). 
再 把 这 个 车 果 及 (中 .14) 代 入 到 (21.18) 内 , 则 有 
Ji>0 (NAN>00), 
又 对 于 Js 可 以 用 同样 的 方法 得 到 9 


一 0 (一 co) 。 
于 是 有 / 
Ti->0 (M3>00), (21.,15) 


其 次 考虑 Ts， 这 个 积分 是 
@ ”到 为 积分 中 y 的 梁 知 较 大 ,所 以 比 (21.18) 还 简单 。 
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Vo ,Vo Way | TsD ,yt 


+ 
， 它 和 工 完全 一 样 ,只 不 过 现在 y 不 能 很 小 ,所 以 比 五 的 情形 还 要 
”简单 些 , 民 而 能 旗 明 . 
: z 了 3 一 0。 (21 .16) 


下 面 再 考虑 Ts， 现在 发 8 相当 小 ;于 是 f(z) 在 [2-6,2+51 
. 中 是 有 界 变 分 的 。 从 而 12 了 (y) 也 是 有 界 变 分 的 。 在 (2, 2 二 5) 


中 把 它 写成 
VF) = fs+0) + XY — XY), 
这 里 xi(y) 和 xs(y) 是 正 的 增加 阔 数 ,并 且 都 比 e 小 。 设 
| Void)” Ty) VR (ay 


=V | (ob We (pry Fe 二 0) 
十 人 W) — Xs(Y)} dy 
gf (s+0) | Jo 全 J ,yb idy 


和- 


+ | 7 » (zt)t at | COM)G0 
一 Vz| J ,Tt)idt [, (yl) yp tx (ydy 
K+Kst+K;:. 


由 于 (21.8) ,就 有 
Ki=2"f (2+0) [ (2t) [J ya{ 2+1)t (s+4O)+? 
ae 
在 这 里 利用 (24.9)， 当 和 ->co, 6->0 时 ,就 得 到 
Ke f(t 0) (vo) -f+0). (21.17) 


对 Es=Ve| ny oy) TD) TY), 


于 


8 22 了 ankel 变换 与 多 水 数 玉 数 的 Fonrier 变换 8 
由 第 二 中 值 定理 ， 
viata vray | ToD) Tw ds, 
.| , 48 p<t<r+o, 
yr [70as| yr ydy, 
利用 (21.8) , 求 出 里 面 的 积分 ,就 得 到 
= Vt (std) | J, (ot) {s+0) "+ ,ra{ (2+6) 
z — (et)] dt. 
这 个 积分 是 有 界 的 。 因 为 使 用 (21.4) 能 够 导出 下 面 的 精 果 


| 7eo7eaDa=| +| 


~0(l) | 一 于 eos( zt 一 于 7m 一 豆 yt 
xceos(t 一 记 一 二 yr ) dt+0(1) ， 
把 边 中 间 的 积分 不 难 应 用 $ 7 中 的 方法 证 明 它 是 有 界 的 。 
因为 六 (cz 二 5) < (根据 假 识 , 所 以 及 s 可 以 小 于 任意 已 共 的 “， 

数 。 关 于 KK: 能 得 同样 的 结果 。 于 是 由 (21.17) 就 有 : 

JlaD vara GD VR Wdy >F fe+0). 
同样 地 能 名 得 到 

EAC LT A OL 
这 样 就 证 明了 : . 

I 二 {f(2+0)+f(z-0).。 证 毕 


$ 22 豆 ankel 变换 与 多 变数 函数 的 
Fourier 变换 


设 了 (和 ,Zo，…，, 24) 是 定义 在 上 蕉 空间 Ri 的 画 数 , 且 
| | |f (v1, ss py) | Bh so drr < o0, 
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分 F(t, tay "9 ty) : 


3 [es] a , 3 
1 | 十 中 | f (25， | y px) 如 tT ttrtx) dp 站 "QD 3 
一 名 


和 (rr 2 


一 em 


: (22.1) 
则 五 人 5 二 … tw) 时 做 (91，…， 2p) 的 Fourier 变换 。 
现在 我 们 特别 考 卡 f(z1，…, zw) 是 7 一 V 好 十 … 十 绽 的 画 
数 的 情形 。 | 
写 出 它 的 Fourier 变换 , 即 
/1 2re oa ten 
Fh, t»， “oy tr) =-( 吉 -) [| fe CQ 
这 里 如 2 一 让 0 十 十 帮 0 。 现 在 分 
人 二 人 十 讼 十 … 十 太 ， 
再 分 t=7T0 =1, 2 6, 
对 2 施 以 下 面 的 变换 
及 
凡 一 人 QU 
EK : 
Y= Od 7 一 2， 3， | £. 
这 里 的 oj 是 使 得 这 个 变换 胶 为 正 交 变换 的 条 数 。 于 是 
天 i 
= 
打 且 02100s * APr= YQYs ** Uy, 
EK 六 
| bp Dim m= Ty, 
这 样 就 能 把 Fourier 变换 号 刻下 面 的 形状 
bb, ty, tr) 


/2 fo0 oo co 一 
Wn 
kK ce oo 一- 
一 元 | erngdy | 7(V 三 二 OO (22 .2) 


这 就 是 把 如，…, gi 化 成 (4 一 1) 锥 极 华 标 的 写法 , 其 中 Q() 是 


{J 
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8- 1) 各 于 的 体积 , 入 是 球 的 企 熏 。 仓 


QA 
其 中 仅 与 吉 有 关 而 与 和 无关。 由 于 对 于 任意 的 瑟 成 立 着 
上 二 DV BSR ye dy = | BN ON, 
(22.3) 
可 特别 取 多 一 而 求 次 定 天 数 00). 对 于 这 样 的 $B, (22.3) 的 
左边 戌 为 


i jp k~1 
| | , -| e+ ee fi 和 一 (| evdy) 站 


而 其 右 边 是 
OO | eAF™20N. 


Foray Vi, nd (2 


| 一 1 /bl 
所 以 (VF) ) 
这 样 就 有 
Dr E12 
OC) ER 
太一 下 “ 
z( 
把 它 代入 渣 (22.2) 内 ,就 有 
Fh, to, ***)， ty) 
=- 一 一 一 一 二- -一 二 | otrayr| FL MFRTFR) NdN 


/47 (lr/ly,. 1\-. 
2 (3)T(3? 了 / 
在 这 里 介 和 =?7 sin $$, =? 008 的 ， 划 有 
Fh, ty *** , tx) 


~ er 本 7 -于 ， ne sin sphere 


(22.4) 
但 是 如 果 在 (好 . 2) 中 设 f=c08 中 ,2 一 7, 则 有 : 
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££ \K—2)/2 
’ (3) /2 
Ja-~aj2(2) 一 | sin*™? 0 e608 (wz cosp) a 


ir 


[sin 中 cos (reos gd)ag 


OQ) AED 


(和 ) 
2 | “ oink-3 pe etreonsag 
(3) 7 (一) | 


(sinc: bsin (wecosg) 是 中 的 奇 贺 数 ， =p 一 玉 ). 于 是 


$1 人 4 1 
sin pe'™ odgp = ( 2 )7( 2 - 豆 ) Tp (zr) ， 
把 这 个 公式 代入 到 (22.4) 之 内 ,就 得 到 了 
Pb 1 i) = fm) Tx, (rr)gr， 

vo! J 3 / 
这 研 是 说 ，Fourier 变换 F(t 加 妇 ) 现在 刻 了 仅 仪 与 7 有 关 
的 两 数 (7)， 若 且 
vi BD rnD) Ta (rr)dr. (22.6) 
这 样 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 z 
定理 设 f (m1,， “", vy) 是 上 锥 空间 有 中 的 可 积 西数 ， 如 


困 它 仅 是 ?的 画 数 ,7 一 M2i 十 … 十 如 , 闭 么 它 的 Fourier 变换 


Ft, toy t:) 就 戊 为 仪 依赖 于 人 的 酌 数 了 (rr) 》 
一 VE 二 旭 二 二 并， 


ky 


大 有 到 (Cn) 是 "f(r) 的 ( 刀 一 1) 次 的 Hankal 变换 。 
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故此 在 £ 狼 空 间 中 仅 依 顿 于 到 原点 距离 的 函数 的 Fourier 次 
换 ,能 够 归 灶 为 一 个 变量 的 Hankel 变换 。 这 样 ,由 对 于 个 变量 
的 函数 的 Fourier 变换 契 立 的 定理 ,就 能 够 导出 基于 Hankel 变换 
的 定理 。 
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§ 23 Laplace 变换 


下 桓 我 们 多 定 a 是 定义 在 0<1<o0 中 的 夯 数 ， , 并 且 在 任 党 
的 有 限 区 间 [0, 如 中 是 有 界 变 分 画 数 。c(b) 也 可 能 是 具有 复数 值 
的 汞 数 , 不 3 过 这 里 我 们 考虑 它 仅 具有 实数 醒 4 数值 。 作 积分 


| esida(t), 

其 中 8 一 oi。 如 果 积 分 

f=| edalD) = lm| eda (8. 
对 于 已 莉 的 一 些 :存在 的 谢 , 把 (9) 看 万 的 国 数 , 它 就 时 做 cl) 
的 Laplace-SBtieltjes 变换 。 此 分 , 如果 对 于 定义 在 0 志 t 过 oo 中 的 
夯 数 p(t) 9 

f(s) = | ep (2) at (28.9) 
行 在 的 话 , (3) 就 是 做 g(t) 的 Laplace 变 席 。 下 面 我 个 用 写法 
| esda(D 代 柑 己 法 网 estga(t). 
定理 22.1 设 对 于 基 一 个 so 一 Go 十 4ro， 成 立 估 训 式 
| estada(t) 
0 . 


那么 对 于 所 有 的 s= c 十 名， > oo (23 . 刀 恒 存在 ,但 假设 玫 是 与 
4 无 关 的 常数。 因此 


上 ost da(t) = ec 下 0-0) (f) at, (28.4) 
J9 0 


<M, (28.3) 


这 里 
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1 


Bl) = | eae (DD (23.5) 


(28. 光 右边 的 积分 是 袍 对 收 伊 的 。 
证 明 Blw) 由 (28.5) 所 定义 。 于 是 有 


R B 
| etdalt) = | e™(s~s)id BE) 


Rn 
0 


eB(R) + (e—s0) | eB (Od. (23.6) 


由 于 |e oR | 一 Eco 所 以 当 R~>o00 时 ， cemson 一 >0 妈 
因为 |B(B)| 去 开 ,所 以 (23.6) 中 的 第 一 项 收 敌 于 等 。 辣 样 由 
(28.3) ;16 的 |< 开 ,所 以 


[remp (f) dt 
0 


稻 对 收 做 。 于 是 在 (23.6) 中 合 ER->co, 就 得 到 (23. 久 。 ， 训 二 
特 罚 有 下 面 的 定理 。 
定理 8.8 如 时 f(s) 一 | eaaG) 对 于 gs= oo+im 收 伍 , 则 
它 对 于 一 切 的 s= c 十 生 欢 仇 ,只 要 w>oo。 
极 据 这 个 事实 , 如 果 (23. 切 对 于 某 一 个 8 一 9 发散, 那么 它 对 
于 一 昼 的 s=c+iz 发 散 , 只 要 rc<co.。 因为 假如 (23.1) 对 其 一 个 
满足 <oo 的 8 上 收 艇 ,那么 根据 定理 23.2,(23.1) 应 该 对 于 83 二 80 
”路 伍 而 导 山 矛盾。 所 以 关于 积分 的 
收 敏 情形 只 有 下 面 三 种 可 能 性 : 
(i) f(s) 对 于 所 有 的 都 是 
发 散 的 。 
(站 ) f(s) 对 于 所 有 的 都 是 
收敛 的 。 
( 道 ) 存在 着 这 样 的 co, 使 得 
je) 对 于 gg>co 有 收获, 对 于 Jis<oo 图 23.1 


人 让 
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发 散 。 
这 三 种 情形 实际 上 都 可 能 出 现 。 例 如 设 ， 
ci 一 | exple) dw, 


项 | eidalt) -| Estee (23.7) 
0 0 
login+1) 
现在 合 了 


-| (logwv) -+HAg (人 Y=0"). 


假设 (23.7) 对 某 一 个 s 收 化 ( 当 >co 时 ) 那么 对 于 oa>yiso 
也 收 禾 。 从 而 当 $ 一 Il 时 1,—>0., 但 是 实际 上 当 8=01 时 ， 


了 -一 | ( log w) 一 AT > (nn 十 1) ofl), (ef __ 4 ) 


一 (十 四 -einer(e 一 1 了)->co (n>00). 
因此 (23.7) 对 于 一 切 的 * 当 BR->oo 时 都 是 发 散 的 。 这 样 就 襄 朋 
实际 存在 着 (i) 的 情形 。 
其 次 识 _ 
oz 的 一 | -exp( 一 edu 


’ fe 
期 在 | estada l(t) -| ee-iat, 
FR ls 


i etdalt) |<| 去 eiedi (8 一 和 十 从) 。 
双 在 在 着 这 样 的 全 如 > 已， 成 立 一 ol 一 一 一 于 于 基 
取 RB>Bo, 并且 可 et>tt 盖 已 0) ， 就 得 到 


Rr ER’ le ER! 
| Et di<| 6 4<| E- 志 本 >0 (BR', R->00). -~ 
JR 六 


于 是 在 这 种 情形 中 对 于 一 切 的 s, 总 存在 着 a(?) 的 Laplace- 


Btieltjes 变 棉 。 


i 


“/{、 
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”故此 实际 能 出 现 ( 和 让 ) 的 情形 。 
识 alt) =1，, | 
_ | estdalt) -| 一 二 
于 是 当 B_>co 时 ,如 果 Jies>D, 如 积分 收 雍 ;如 果 Rs 达 0, 则 积分 发 
散 。 这 是 属于 情形 (过 的 例 。 
如果 | edu) 当 is> oo 时 收 化 , 当 9s<co 时 发 散 ,那么 os 
就 叫做 Laplace-Stieltjes 变换 的 收 估 坐标 。 在 (i) 的 情形 ceo=co 
在 ( 卫 ) 的 情形 Go 一 一 Do 。 
但 是 当 o~=oo 时 ，Laplace-Stieltjes 变换 也 可 能 存在 ,也 可 能 
不 存在 。 
机 nb 一 忆 这 时 co~0， 但 是 | em 当 BE->o> 时 并 不 
收 仑 。 
又 aG=| 斌 了 时 ,00 一 0 (这 很 容 易 证 明 ) ,而 
" -tT ot < 一 at {yo0O 
J es |<), Be)， 
所 以 对 于 一 切 的 3= 记 ， Laplace-Stielijes 变换 一 定 是 收 化 的 。 
$24 收敛 坐标 


全 aD 6, n<t<ni+l, n=0, 1, 2, …, 央 


N+1/2 
| estda(t) =ag0+ a 二 + gs6 2 十 … xe-™ 


于 是 积分 lim | “etda(t) 的 收 短 与 否 和 
> CC ™ 


的 收 伊 与 否 是 一 致 的 。 介 6 一 ee” or re 全 一 2 其 上面 的 般 数 化 
成 了 过 级 数 
> nz ， ” (24.1) 
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所 以 Laplace 积分 (Laplace-Stieltjes 变换 ) 可 以 看 作 是 千 级 数 的 
推 )。 要 一 般 地 还 可 以 看 作 吓 Dirichlet 条 数 
SY one 
的 推广 (只 要 全 a 有 = 当 和 <1<hti 时 )。 如 全 (24. 四 的 收 
敏 秆 径 为 p ,区 pP 一 一 1im Up Te 。 因 此 可 以 贺 立 地 来 考虑 
Laplace 积分 的 收 矢 坐 标 。 现 在 先 证 朋 下 面 的 定理 。 
定理 踊 .1 和 广 对 某 一 个 实数 y, 有 au 由 一 0(eo0 ,如 积分 


| et da l(t) (04.9) 
当 >>y 时 收效 。 
”证明 ”根据 假 讼 存在 着 定数 他， 使 得 |a( 共 过 Me 0<i<co。 
于 是 有 
| eida(t) =a( R)e-:?— a(0) sf eta(D dt, 
但 是 la(R)e-®|< Me (gms), 
->0 (R00)., 
又 | eotlalt) [Qt< M [ ™ oo- 


MM (e@~ (oDE em 
及 一 Cr 


_>0 (BR'—>o0, R—>00), 
因此 积分 | eia(t)at 艳 对 收 煞 , 子 是 积分 全 eida(t) 收 化。 


证 毕 
相当 于 上 面 定理 的 得 定理 的 是 下 面 的 定理 。 四 


定理 路 .2 如 果 积 分 
| estdalt) 


当 s=—80=00++iro(00>0) 时 收 化 , 则 
alt) =0(e"). 


Eh ww eh 


A 
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钼 明 发 . 
BO =—| emdalw), 
则 an 一 al0) 下 gu 全 一 | ee"a8( 
Be | en8(Dau， 
于 是 | 


lim (a(f) —a(0))e "=B(00) 一 Hi soe | euB(w) du 


£ 
了 


=lim ge) er"(BCco) 一 8GD)du。 (24.3) 
但 是 | 
Bw | gu(B (00) ~ BW dw 


t 
—6 0 | eg (Tawv=0(1). 


把 它 代 人 (24.3) 就 有 a( 引 一 a(0)=0(e” 中 ,因为 当 oo>0 时 ， 


eto0 (#00)， 所 以 c( 们 一 oferv) 让 毕 


定理 24.8 席 积 分 | eda(D) 当 s 一 一 co 二 ro 时 收 笋 ,此 


处 co<0, 于 akeo) 存在 ,并 且 a 人 0) 一 (co) =o(er， 


佬 明 ”因为 0o<0, 所 以 s=0 时 Laplace 积分 欢 仇 , 因此 
alco) 存在 。 于 是 


zteoy —a(D = | da -| er aB(w), 


3 
0 


这 里 B(w) 一 | oda(w) 。 施行 分 部 积分 后 ,得 到 


Qf ce ) —alt) 一 ew 8 (oO 上 一 80 | er"4 (w) dw, 
因为 Rso<0, 所 以 lim evB( 四 0, 于 是 
= eB —so | “ug (Wu. 


部 lim[a(o0)—alt) le 一 一 (co) 一 1im so|- eB (wv) du 
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limge™™| ee[B(co) 一 600]du. 

但 是 : 
et | ew[B (0) —B WW) du= -人 olerw du 一 0(1)。 证 举 

下 面 考虑 Laplace 积分 的 收 做 坐标 。 | 


定理 难 .4 如 果 z 
lim sup lo8 ls) | #0, (24.4) 


划 (9) 的 Laplace 积分 | oda() 的 收 化 坐标 oo 等于. 

钙 明 0) 当 》>0 时 ,我 们 先 证 明 积 分 [edu 人 ( 信 对 于 
3is> 和 是 收敛 的 。 和 根 据 假发 (24. 和 有 

a 人 站 一 DO(ea+en ，8>0 
所 以 由 定理 24.1, Laplace 积分 当 Jis> 入 时 收 伍 。 其 次 再 赴 朋 积 
分 当 We< 和 时 发 散 。 车 是 对 某 一 个 0， 积分 收 伍 ， 我 们 可 以 假设 
0<o< 入 。 根据 定理 24.2 有 
a(t) =0(e"!). 
于 是 存在 着 满足 ja 蚊 | 和 Men 的 定数 用, 从 而 
log |a(?) |< 1lopg (ec =log M+ol. 
部 lim Sup oc 
这 与 假设 (24.4) 子 盾 。 

(i) 当 入 <0 时 , 用 (i) 中 同样 的 证 法 , 能 就 明 Laplace 积 
分 当 o> 和 时 收敛 。 假 设 对 某 一 个 o< 和 , 积分 收 仇 , 则 根据 定 
理 24.8， 有 a(t) 一 a(o0) 一 o(ers) ,由 (24.4), 因 为 <0, 而 有 
iog |a( 四 | 一 一 ceo, 序 a(oo) =0, 于 是 有 

ct) 一 0(ec 。 


这 样 就 有 lim sup IE (0 < a. 
而 这 也 与 假 识 (24.4) 蔬 盾 。 证 毕 
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下 面 百 述 说 一 下 当 入 三 土 co 时 的 情形 。 


定理 多 ,5 若是 
lim sup gx) 一 十 co( 一 ce) 


tyce 


天 a(t) 的 Laplace 积分 的 收 伍 坐 标 是 co( 一 co)， 

这 个 定理 明显 地 是 定理 24.4 的 特殊 情形 。 

定理 24.6 识 lim sop ga 人 [0, 芽 且 当 t->co 时 ,a() 
不 收敛 于 -- 定 的 极限 值 ,那么 收 伊 坐 标 必 等 于 雳 。 

证明 当 WW>0 时 , 积分 | edu(9 的 收 伍 性 可 以 象 定理 
24.4 中 闭 样 地 来 证 朋 。 双 如 s=0, Laplace 积分 成 为 | du， 


因 假定 了 o 人 不 收敛 ,所 以 这 积分 也 不 收 化 , 邹 收 伊 坐标 是 雳 .证 地 

如 果 不 假设 e( 纹 不 收敛 的 条 件 , 那 么 这 个 定理 就 可 能 不 成 立 。 
血 如 取 a( 四 1 一 e-!, 定理 24.6 中 的 第 一 个 条 你 就 满足 了 , 但 是 
收 化 坐标 为 一 1 

另外 还 有 下 面 的 定理 。 

定理 34.7 洲 是 al(t) 的 Laplace 积分 具有 非 负 的 收敛 坐标 
0o， 出 

co= lim sup gle) (24.5) 

证明 ” 假 届 oo=0。 如果 (24.5) 中 的 lim sup 是 与 0 不 同 的 
数 ,那么 这 就 与 定理 24.4 矛盾 ,所 以 应 艾 得 到 (24.5)。 

其 次 设 vo>0, 并 且 (24.5) 中 的 lim sup 不 等 于 零 , 但 与 oo 
不 同 , 基 这 个 值 根 据 定理 24.4 应 该 是 收 敏 坐标, 这 又 导出 矛盾 。 
又 如 果 oo>0, 而 (24.5) 中 lim sup 一 0 的 话 , 旭 根 据 定 理 24.6, 
这 时 的 收 伊 坐标 应 该 <0, 这 也 与 vco> 0 矛盾。 ”证 毕 

比较 完整 地 述说 收 化 坐标 的 是 下 面 的 定理 8。 


全 参看 TI. Ugaheri: On the abscissa of convergence of Laplace-Stieltjes 
integral, Ann, Tnstitute Stiatistical Math., 2(1950). 
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定理 84.8 积分 z 
| eit dalt) (24.6) 
的 履 伐 坐标 co 能 够 示 达 为 


lop | da(t) 
vo= lim sup Yt 


oo 


， (24.7) 


”其 中 的 (是 满足 关系 1 一 1< (0) <t 的 整数 。 


证 明 游 是 (24.6) 对 sg 一 % 一 cidiri 收 钊 ,那么 它 对 
s=0(0> 01) 也 瑰 化。 分 
有 (人 一 | eao(w), 


那 末 存在 着 这 样 的 常数 了 L, 使 得 18 (| 二 1 。 于 是 
. t 
|。 da to 四 | ed Cw) z 


=B(We—B(D)e mo) orp)du, 


于 是 
t f 
J dalw) | <M(er er"n) Tr ol Wi 
1) 
=M(ertte®)) + MIert—ed |, 
夏 
3Weri oo 宇 0 
a | < | ” 》 
| ow) > 3 条 ec， o<0, 
了 是 ga 
lim Sup <T。 
因此 | 
g|| dalw) | 
lim sup 和 ‘<0 (24.8) 


玖 当 积 分 的 收 做 坐标 是 oo 时 ,有 


ea 


lim sup 1 


oo, (24.9) 
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下 面 我 们 证 明和 (24.9) 相 适 的 不 等 式 。 为 了 这 个 目的 , 分 
(24.8) 的 左边 为 入 ,并 取 一 个 比 和 大 的 数 5, 姑 只 取证 明 对 于 
s 一 0 十 i 积分 (24.6) 收 钱 就 角 了 。 现 在 急 设 入 是 有 限 的 。 对 于 任 
意 给 定 的 s>0, 有 这 样 的 了 存在 ,使 得 
上 da 人 | er t>T>0, (24.10) 


把 。 选 得 相当 小 , 使 得 和 十 2s<o. 于 是 只 要 指出 (24.6) 对 于 
和 十 2s 是 收 化 的 就 够 了 。 
设 n 是 正 总 数 , 分 t=n 十 7,07TS1。 帮 谱 


yl =) aa(g、 


大 十 二 
于 是 | erantda(t) =y, NT) etnts) 


bi 
站 


Eta sonty, (ha. 
因为 根据 (24.10) 有 | 7， 办 | 过 care， 所 及 
Ni eti28)t fo (#) 


如 二 
hh 


OHHT) (和 十 28 ) | ~ ost dl 


二 


< 2 一 2 十 (N+ 8) 和 pti 
T 


<<e™%(1 十 +8)) =e .KK (2924.11} 
合 (1) =7, (ta) =T+m, (m>0), 如 z 


ta i+m ts 1 
. | 6 一 413e)t0C (办 -| 十 | _ | , 


ti i [+ i 
于 是 
下 otrao)t dalt) ] < 下 上 亿 3 z 人 
1 jirm| #0 JJitp 
由 (24.11) 就 有 
Ke 十 Retm) 十 ES €™* Wr?) 
. | P=0 
3K 


<e™s! 


工 -一 6 
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.因为 当 toa, t1—>00 时 ， 广 >co ， 所 以 积分 收 伍 于 老 。 故 此 积分 (24.6) 


当 o= 入 十 %s 蛙 收 化 。 


当 入 =o0, 或 X= 一 co 时 ,也 可 以 同样 地 证 明 。 于 是 


[er 入 . 


把 它 和 (24.9) 上 比较 ,就 得 到 


lim sup 
oo 


t 
bog ao 
tt 


Uo, 证 替 
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定理 由 .1 潜 是 


7 -| 。 ~t da(t) 《25.1) 


对 于 s=s= 一 co 二 和 ro 收敛 ,其 在 范围 


18 一 so| KK(o—o0) (yis=c) (25.2) 

中 ,积分 一 致 收敛 。 这 里 玉 是 大 于 1 的 正 数 。 z 
证 明 ”把 (25.2) 所 确定 的 范 转 用 和信 表示 。 在 下 面 的 图 内 ,和信 就 
是 有 阴影 的 那个 角 的 忆 图 。 0 
称 ,每 边 和 水 平 线 作成 朋 bo, 元 一 oosbo(0<b<< 吾 )， 在 范围 内 


的 证 与 大 训 的 洱 凌 对 水 平 接 作 这 0,0<0. 根据 定理 23.2, 积 


区 
SY 


S,K < 


分 (25.1) 在 人 的 内 部 收 
化 。 

设 。 是 任意 已 给 的 下 
数 。 要 证 明定 理 ， 只 要 证 
明 存 在 一 个 仅 与 有 关 ， 
而 与 人 中 的 s 无 关 的 常数 
Bo, 使 得 当 sE 人 人， 三 Ho 
时 ， z 
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i EC 人 人 |<s (25.3) 
凶 可 o 合 BO@=| .eaao。 
取 这 样 的 Ro, 使 得 当 t 之 Ro 时 ， 
B04) -BY)|< (25.4) 


于 是 当 五 > Bo 时 ,| et da(t) = | pe-eotdB (有 


-| ea[B (0) —B(B)] 


=(s—s0)| ee [B(D BR)d. 
这 样 ,由 (25.4) 就 有 
下 eidalt) ] < |s—sgo| .元 | E 一 (一 Ce)tdt 

8 |s— so | 

G 一 Go ” 

< 8。( 由 于 (25.2)) 

这 就 证 朋 了 (25.3)。 证 毕 

由 定理 25.1 能 够 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 由 .2 


f(s) =| eda (25.5) 

在 中 平面 gs> co(co 是 收 敏 坐 
标 ) 中 正剧, 并且 成 立 著 公 式 

f(s) = | eb? dalD). 

: (25.6) 

征明 裔 s% 是 属于 小 >o0 

的 任意 点 。 因 为 对 于 满足 3so 图 25.2 
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>ge>oo 的 8，F(9 是 存在 的 , 所 以 可 在 这 个 范围 内 取 一 个 sw, 以 


ss 为 顶点 作成 角 范 转 八 , 包 合 so 于 其 中 。 由 于 定理 25.1, (25.5) 
的 积分 在 这 角 范 园 中 一 致 收 黎 。 于 是 
fs) -> 全 eidatlt) 
”也 在 人 中 一 致 收 煞 , 因此 这 个 积分 在 以 so 为 中 心 而 完全 包含 在 人 
内 的 图 CO 中 地 一 致 收 敏 。 
现在 对 于 固定 的 wm, 研究 一 下 积分 


纪 十 二 eo ( _ 8) v f+1 
| etda(t) = S$ =| pdalt). (25.7) 
用 二 0) 1 中 “ 
， 1 , 所 十 二 
由 于 中，gea 的 | arD’| ldalt) |， 


更 宣 于 指数 本 数 琢 数 的 一 致 收 敌 性, 所 乌 上 面 的 级 数 在 C 中 一 致 
攻 伺 。 因 为 级 数 的 各 项 都 是 * 的 正 用 画 数 ;故此 (25.7) 在 C 中 下 
.由 。 男 外 根据 Weiorstrass | 设立 着 

每 | 0) ,dal) 


-T et( prdalt), 
这 就 是 (25.6)。 


8 48 Laplace e-Stieltjes 变换 的 反 演 公式 
定理 26.1 . 说 积分 
z : fis) 一 |, etda(t) (26.1) 
的 收 伊 坐标 是 oo0, 芽 且 a 一 可 了 人 +0) + a(t—0)}, . 
(tf>0), 则 对 和 任 一 个 正 数 c >0o 有 


&( 好 一 af(0) ， 1>>0， 
加 I EN 
7-o Qs JoT 8 


0， £0. 


天 
: Tt 


.时 
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这 就 是 关于 Laplace-9tieltjes 变换 的 有 反 演 公 式 。 
识 Js 一 >0, oo0。 于 是 、 


| oridal(t) =60ra(R)—a(0) +s | otal(t) dt. 
角 为 xc>0, 所 以 由 定理 24.2 有 a(R) = 0(e”"”) (RR->00) ,因此 当 


->co 时 ,有 


| eida(t) 一 | eia(t) di—a(0) 


-| ost(a(t) —a(0)) at. 

设 a() 一 a(0) oa(), 旭 有 z 

1 = | esta (t)dt, (26 .2) 
又 因为 a(t) =0(e"), 即 a(#)eot=o(er0-o0)， 所 以 a(1)e" 
EI (0, co). 再 由 于 0>0, 故此 a(0)ert€€ 蕊 (0, co), 于 是 
oO EL1(0, co) 。 这 样 , 对 于 反 演 公式 的 问题 我 们 只 需要 讨论 
形 如 (26.2) 的 Laplace 的 变换 就 够 了 。 为 了 这 个 目的 , 先 证 明 下 
面 的 定理 。 

定理 26 2 发 
f(s) 一人 orp (tds, (26.8) 


其 中 内 (gs) 一 > aoy co 是 Laplace 变换 的 收敛 华 标 。w (在 的 
近 傍 是 有 界 变 分 豆 数 。 于 是 


{p(t+0)+o(t—0)} 


= lm- ms) f(s )eds, 
| (26 .4) 
并 里 6c 是 一 个 比 co 大 的 任意 的 数 。 


证明 我 们 人 先 证 这 个 定理 ,然后 .图 26.1 
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再 证 定理 26.1。 考 虑 积分 


| f (8) et ds 一 1 |, flc+si7) eCotir)tgs 
me 2 
1 


T 
-一 | Zot | -Cotim)ug (22) do 
2 -7 


在 里 面 的 一 个 积分 根据 定理 25.1 当 o> oo， |r| <T 时 一 致 收 和 做 。 
因此 


 . ! {7 | (eftr)(t—) 
一 元 | GDeu 8 QT 


VA —% 
最 后 这 一 积分 是 Dirichlet 积分 。 由 于 9 (w) 在 %w=t 的 近 傍 是 有 界 
变 分 的 ， L100, co)， 所 以 当 一 >co 时 ， 这 积分 收 做 于 
3 L {fy (%) erot Lg (we io}. 
而 这 个 表达 式 恰好 等 于 
计 fpG+HO)+pG-0},， 证 毕 
定理 26.1 的 王 明 “现在 来 逮 明 
alt) ~—0(0), it>0, 
lim — 1 | f(s) ettds 一 全 t=0, (26.5) 


To Ds Jotr 8 


oo i AT 
_ 工 | 0 (W) ei Sin - (f—2) du. 
0 


0, 5 一 0 . 

在 定理 26.2 中 , 用 六) 代 赫 7(9) 求 考虑 。(26.2) 的 积分 当 
(oo) 时 是 收 乱 的 ， 子 是 对 于 大 于 0% 的 6, 取 这 样 的 了 
满足 o>c> co, 根据 (26. 全 就 有 

二 {oatt0) + (i—0)} =Jim a 人 去 7 。 grids, 
这 样 已 靳 明了 (26.5) 中 第 一 行 的 公式 。 
分 ai(t)=a() >0 (t=0), 
ot)=0 (1<0), 
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十 (26.2) 的 右边 可 以 写成 
flec+ir) 

| C 十 2T 
由 于 ea(t) Eh( 一 oo, 0c0), 所 以 上 式 的 左边 是 西数 


~ 2 etat (六 Fourier 变换 。 于 是 由 定理 5.|， 有 


oe | eirte-to 可 1(t) ct 


可 二 [erctot (的 ] 0 十 [eetaa (#) 11o} 


1 工 |, ce 士 红 ) et 
-lm Dy 7 0 十 ?2T 性， 


把 方程 的 两 边 除 以 e- 5 就 得 到 
{0) 十 ad (一 0)} =lim; py 二 | fct+ir) or 


C 十 2T 
左 过 当 4<0 时 是 堵 。 又 当 1=0 时 ，adl 一 0)=0，oil 二 0) 
=—lim{a(t) ~a(0)}~=a(+0) —a(0). : 证 些 


因为 定理 26.2 可 以 用 Fourier 变换 直 乒 地 导出 ,所 以 用 上 面 
的 方法 当然 也 能 得 到 巡 0 情形 的 詹 明 。 


427 千 合 图 数 的 Laplace-Stielties 变换 


识 a( 四 ,，B() 是 定义 在 [0, co) 中 的 画 数 ,并 且 在 任意 的 有 限 
区 寺中 是 有 界 变 分 面 数 , 双 展 发 它 们 是 过 和 续 的 @, 且 a(0) =0， 
8B (0) 一 0， 那 未 | . 

t | 
v0) =| alt—wap(w) (97.1) 

就 时 做 ua 及 B(I) 的 Stieltjes 结合 面 数 。 如 果 它 和 我 们 到 现 
在 为 止 所 讨论 的 业 合 画 数 的 购 念 不 会 混淆 , 吉 就 简单 地 称 之 为 竺 
合 画 数 . 

利用 分 部 积分 法 容易 证 明 , 现 在 的 y (人 也 等 于 

| b(t—u daly), 


@@” 如 果 把 有 边 的 积分 看 成 Lebesgue-S9tieltjes 积分 ,那么 这 个 条 件 可 以 永 要 。 
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而 且 >(0) =0. 于 是 我 们 引入 和 普通 结合 画 数 相同 的 写法 
Y(t) =axB(t). 
如 果 a, 6, 7 都 是 在 原 呈 处 为 圭 的 有 界 变 分 两 数 , 旧 成 江 症 
(oxB)*Y=a*(B*y),.  . (27 .2 
现在 讨论 一 下 赫 合 豆 数 的 Laplace 变换 。 对 于 Laplace- 
Stieltjes 变换 | “eda( 有 )， 如 果 积 分 


| etlda(lt)| (hs=a) 

妆 伍 ， 屠 未 就 测 这 Laplace-Stieltjes 积分 缀 对 收 伍 。 

发 w(9) 在 [0, 避 中 的 全 变 分 是 wb)， 积 分 | odalt)| 的 
实际 意义 是 

Hm sup Si ort|altss) 一 ae 的， | 

取 上 确 界 (sup) 的 。 可 以 证 妥 它 是 积分 r eidult). 

此 外， / 
oar) < lo aa (=[ Ip lauc)). 

(27.8) 

定理 对.1 发 c(D), 8() 是 标准 化 了 的 ,并 且 在 任意 有 限 区 
半 是 有 另 变 分 的 西数 。 又 敲 它们 都 是 连续 的 ， 旦 a(0) =0， 
8(0) = 0. 车 是 


f (80) = | ~ etda(t), (27.4) 
gs0) =| odB (27.5) 

都 元 对 收 笋 , 基 
fls0)gl%) =| eey 鸭 、 (27.6) 


$27 铬 合 嫩 数 的 Laplace-Stieltjes 变换 108 
这 里 y=axB。| eay(9) 也 看 对 收 化 。 如 果 含 Rw 一 00, 央 有 


| ertlay(t)|< [ e-°#|dalt) | | et|aB(t) |. (27.7) 
会 明 设 4Q), BG) 是 在 [0, co] 内 一 般 的 连 入 有 蜡 变 分 
图 数 。 任 党 地 取 4 和 5, 并 且 合 
0<c 一 为 < 正二 一 页 一 站 


FA) -AbD < aA < ad |. 


把 最 后 的 积分 记 作 访 4。 于 是 如 取 0() =4xB(t), 则 有 
S CC) 一 CO | 


二 | A(tiri—w) dB (ww) 一 |'Am—w)aB C0) | 


i=0 | 


-S| {Al(tirs—Y) 一 A(u—wW}aB(w) |. 


i=0 | 
这 里 如 果 当 1<0 时, 合 4() 一 0, 那么 4(0 对 负 的 上 也 就 有 了 定 
义 。 根据 (27.3) 有 


< 1A) AG |B (ew) 


0 i=0 


<Va| leBw) |=| a4 aeoh 


0 


人 seols ao ao 7.8) 

上 面 4()，B(9) 是 实数 值 夯 数 ， 从 而 C(z) 也 是 实数 值 本 数 ， 
但 如 果 4(，B(D) 是 复数 值 夯 数 ,站 么 CC) 也 不 妨 相 应 地 直 作 复 
沼 值 而 数 。 不 过 应 假设 4(0) 与 BC) 的 实 部 及 虑 部 在 [0，co) 中 都 
是 有 界 变 分 画 数 。 这 时 也 称 4(0)，B(D) 为 有 办 变 分 面 妆 。 于 是 若 直 


sp 六 100-0g1=| 1d000)1, 
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旭 (27.8) 也 完全 同样 地 成 立 。 这 里 上 确 界 (sup) 是 对 于 一 切 分 割 
方法 取 的 。 


现在 分 , 
A(t) = | emda (w), 
并 上 旦 OQ =AxB(t)。 因 为 (27.4) 及 (27.5) 移 对 必 煞 ,所 以 A(t) 
和 B() 在 [0, ce) 中 是 有 界 变 范 画 数 。 于 是 


aa-sm 轩 | wan 


对 
i 


BC =| emdB(y), 


(0=#<t < BB) 
(这 里 的 上 确 界 是 对 于 一 切 的 分 割 方 法 取 的 )。 
可 以 取 如 , 满足 | 一 机 | 过 6G 二 0, 了,…,n 一 1). 6 是 这 样 
决定 的 .对 于 已 狂 的 s， 及 满足 条 件 Ubi 的 成 开 着 
le 一 em <8。 于 是 


R11| ristt nl 
> | eda(y) | 一 它 | 


t=0 


、『 frl 、 
| da (w) | 
ts 
hit 
< 全 | 和 le — emi)| |da (le) | 
ts 


【之 


<。 | laalw) |. 


于 是 可 
| la4W 1 =s0p BS ema) ~alt) | 
=| lan。 
因此 有 : 


[la401=) ea 1, 
, (27.9) 
| 2B@1 -| ele8G1， 


， . 


， 


有 


W 
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又 OH) = A(D*B(O -| A(t—waB lu) 
一 |( | eso0da (0 ) est0B (ww), 
由 分 部 积分 ,右边 


t—t 
一 | ba Wa(t—o) t+s| eva(v) dy | esudB (wu) 
0 0 
t t . t 
= ea wa8 eo) ts | ep 人 | eda wd 


= ovals—waB(w) + | od] bw) dB 
一 十 | ey Cw) do 


~ | 6 way (2) , z (27 。 10) 
由 这 个 公式 及 (27.8) ，(27. 归 职 得 到 


| eldy GO) | <| eo%|da(w) | | eou| BW) |, 
这 就 是 (27.7)。 因 为 
AC)*B(E) —Ff(s0) 9(86) 
= A(D BD —f(s0) B(OH) T+fF(s0) (BO — 9(80)) (27.11) 
的 有 边 的 第 三 项 当 1->oo 时 收 化 于 雳 , 因而 改 
A «BE) —F 80) Bt) 


-| (Aw) —f Cs0)}aB(w) 


tr/2 # 
-| +|, 1+1s, (27.12) 


站 


于 是 

< 人 46- 四 -Feo1laetg1， 
现在 取 To 为 这 样 大 的 数 , 使 得 当 1>To 时 , |4() 一 (80) |<e， 
(s 是 任意 狂 定 的 一 个 正 数 。) 由 于 在 上 面 的 式 子 中 tw> 志 ,所 
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训 如 果 取 二 2710, 朋 有 
1A(i—%)—f(s0)| 一 s。 、 
于 是 
<e| laB(w) |<e | laB(w) 1 
如 Ta>0 (>co) ， (27.13) 
还 有 ， 


sl < AG ~F 60) (1dB(w) 


< (max| A + DD) 1aB(O1 
由 也 4() 当 4->oo 时 收 敏 于 (so)， 所 以 它 是 有 界 的 。 其 区 , 当 
ft>oo 时 , 因为 积分 | 1dB(D)1<eo, | IdBGo) [>0. 于 是 
> (ft—>00), 
这 样 ,把 上 面 的 结果 和 (27.13) 代 人 (27.12) ,就 得 到 
lim A *BO) = f(s)9(80). 
再 把 这 个 结果 代入 (27.10) ,就 有 
lm C(t) 一 1 so)9(Cso) 。 


由 于 (27.10) ,CGO 一 | ody (0 ， 这样 就 胀 明了 (27.6)。 
永 毕 
定理 27.2 设 a(t)， B84) 是 在 任意 阴 有 限 区 间 中 的 速 炉 有 
界 变 分 画 数 ，y (D) =axB(t) 、 著 是 


f (80) -| et dalt), (27 .14) 


yo) 一 | edB (0) (27.18) 
收 化 , 关 且 其 中 有 一 个 是 稳 对 收 铺 的 语 , 基 | ewdy 人 政 答 ， 


而 县 _ 
f(s0) 9 (80) -| eiqy(t), (27.16) 
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证 明 依 在 定理 27.2 的 让 明 中 邦 样 地 定义 4(, B(, C00 
就 能 同 痒 地 证 明 


CO 人 = AxB= | esewdy (20) 


( 辽 个 证 明 中 并 不 要 用 到 |“1940) | 和 | 148() | 的 有 办 性 )。 


另外 , 如 果 再 假设 了 Laplace 积分 (27.15) 是 怒 对 收 旬 的 , 就 
能 积 前 面 的 O (t) —>f (80) 9 (80) 。 证 些 
下 面 特别 讨论 一 


,0 alo BD =| .5 
的 情形 。 我 们 举 出 下 面 的 定理 作为 上 面 定理 的 特殊 情形 。 
定理 .3 讼 &() ,50) 在 任意 的 有 限 区 间 (0, 五 ) 中 是 属 
于 (0, 已 ) 的 夯 数 。 兮 
ot) =| el) ow) ou. (27.17) 
另外 ， 如 果 积 分 
Fl) = | ea gls0) =| ob) 
都 是 组 对 收 化 的 六 ,那么 积分 | oo(t) dt 也 契 对 收 租 。 
并 和 且 / 
| et) as=f (so) go). (27.18) 
是 明 讼 
a(t) -| vw(udu, Bt) -| b (wu) ou, 
地 它们 都 是 连 炽 有 界 变 分 范 数 ,并 且 当 t=0 时 等 于 雳 。 因 为 f(s0) 
和 9(so) 的 积分 者 是 绥 对 收 伍 的 ,所 以 容易 证 明 : 积 分 
1， 全 ee8a 
上 蝇 色 对 收 煞 。 于 是 由 于 定理 27.1, 如 果 合 
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7 的 =| a(t~w)aB (0) 
-| 4)2(w) du, 
那么 积分 | ody (人 绚 对 收 钴 ,着 且 
| edy 0 =foyGo). (27.19) 


但 是 


Y(t) -| ( | alo)go) b (ws) du 
-| bla] ow—w dw 
-| do| co-w500au 一 | c(w) dw, 


所 以 (中.19) 的 右边 等 于 积分 | oo()dt。 这 样 就 证 明了 
(27..18)。 z 


因为 积分 | ody (6) 契 对 收 化 , 所 以 (27.18) 的 左边 稳 对 
收藏。 : 证 毕 
同样 地 能 够 得 到 下 面 的 定理 。 


定理 27.4 设 40(),5Q) 是 定理 27.3 中 的 范 数 ,积分 
(27.14) , (27.15) 政和 伍 ， 柑 且 其 中 的 一 个 绝对 收效 。 于 是 积分 


| 6 “00 人) 
收 和 化, 振 且 (27 .16) 式 碟 立 ,这 里 的 ?7 等 于 
| a(t—u) 06) dy. 


$ 28 Laplacs 变换 的 例题 
下 接 计 算 积分 


co 


f(s) -| est (at, (28.1) 
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就 得 到 下 面 这 些 公式 


g(t) =1, f(s) = fs-0,， (28.2) 
四 一 -人 Oi<e, p(9) o£ hs>0, (28.8) : 
” 1, ita, 5 
To f (9) ~ Ll, he>0,， (28.4) 
p(t) er, f(s) = 一 ,hs>Nha, (28.5) 
p(t) =cosh cf， f (0) — ， ts> |Rc| ，(28.6) 
y(t) =sinh ot, f(9) ~ Rs> |Ne| ，(28.7) 
0 (办 =c0g bt, rT hs> |85) ，(28.8) 
p(t) 一 Sin bt, f(s) = a fs> |82: ，(28.9) 
_ cos(CA t ) 9 
9 (t) or At 7 f(s) /As 9 Ns>0, (28.10) 
(2 为 定数 ) (Ms 是 当 s>0 时 取 正 值 的 分 支 ) 
pO -EVD 0- We>0, 
(28.11) 
(2 为 定数 ) 
g(t) =Jo(at) (4>0), fl) = js>0,， (28.12) 


(MV 是 当 其 内 部 为 正 时 , 取 正 值 的 分 支 ) 


pg(0) =J7,(0), Ny>1, ROPES Shae Rs>0. 
/ (28.18) 


(MY ”是 当 其 内 部 为 正 时 , 取 正 值 的 分 支 ) 
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(28.4) 的 疆 明 首先 考虑 积分 


BE BB 
| et {1% oat= | e+ (2) CQ 
0 0 S 8 “ 


B ”这 里 的 积分 路 线 是 建 千 点 s 与 原点 的 直线 。 
但 3 一 re* .在 左边 的 图 中 , 设 B 是 s 卫 这样 的 
点 ， 4 是 ?了 cos 8 这 冬 的 点 。 由 0 到 8 的 积 


0 A ”分 显然 等 于 由 0 滋 4 的 积分 再 加 上 由 4 到 
图 28.1 | B 的 积分 。 于 是 有 
| pet fo gf 1 | _ ng 
0 go+1 0 4 wou 


1 rT sing | 、 “ 
+ 二。 erT Cos6+iv) (T+iv) dv, 


gai1 
这 里 由 于 10|< 己 ( 因 济 s> 0) ， 所 以 当 了 -co 时 , 容易 证 明 右 边 
的 第 二 项 收 仇 于 震 , 芽 且 第 一 项 收敛 于 
Hr| ewau=7 (ot+1) /st 
(28.10) 的 证 明 当 :>0 的 时 候 , 有 
”4 O08S(ZA/ Tt) 9 (人 
| et J dt = 元 | e+ COS wu du 


| Ee oo0g wu Qu 


9 (I 人 ee dy), 


一 2V(ds) 
6 大 


根据 (3.15) 


写 一 一 


rs 
起 * 是 复数 ， 3is>0 时 ,积分 | em cos(wV Tw Ta 
是 正则 的 。 又 一 二 = e495 Rs >0 时 也 是 正则 的 。 如 果 考 处 
~ s 在 正 实 丽 上 取 正 值 的 更 个 从 支 ,期 沿 着 正 实 二 两 者 完全 一 致 ， 


\ 
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于 是 得 到 了 (28.10)。 
(28.19) 的 证 明 在 (22.5) 中 仿 一 2 一 22 (开设 六 一 ca2) ,一 


J ， (az) -一 (®) | iid CO (sin 由) 2 , 


1 
VTT(v+ 训 ) 
当 yv=0 时 ,有 

Jolaw) -二 | Ca2 css ap, 
于 是 


| est7o (af)dt = | et a| oteogagp 
0 好 10 0 


| | qd | esttiat cos$ a 
0 0 


5 


-二 | dp : 
这 个 定 积 分 虽然 可 以 用 初等 方法 求 积 , 这 里 我 们 用 一 般 的 方 
法 一 一 对 于 正弦 或 是 余弦 的 有 理 画 数 购 定 积分 计算 法 一 一 来 求 出 
积分 的 值 。 命 

-4[ dd 1 六 dd 


人 一 和 co0S 只 0 8s—ia0C08p 


wjo s—iacosd 3 
设 es=z, 0 为 单位 图 (4$p 一 1w7+dz) , 草 
ce ho 


Ir- |, T 一 
让 一 已 (2 十 2 ) 


IT Je (z+iast ss iia) (2 十 人 as 一 人 /IT 十 ao283) 
(c= 二 ). 被 积 画 数 在 i(as 十 VTEaD) 及 i(as 一 MITas) 处 具 
有 一 阶 的 极 上 面 的 积分 (被 乘 以 3 后 ) 就 是 在 0 中 的 极 所 具 


有 的 留 数 的 和 。 但 是 只 有 ias 一 人 Ia2s2) 是 属于 CQ 内 的 极 ( 由 
于 s>0, ae>0), 故此 在 这 点 的 留 数 就 是 上 面积 分 的 值 。 但 
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Reg TT TT i 
(Z 十 4os 十 ésM Ls) (2 十 4as 一 1、/ 工 十 a282) 
. 1 . ， /二 一 一 

一 ln -了 一 一 ias 十 认 V/I 十 oa2s2) 
gap Yo 十 十 G28? 

-1 
PE 

于 是 


。 1 1 
T=2ni .< 。 =- 一 -一 -一 一 一 一 -一 一 上 bo 
rm WMVlias Mate” 年 


(28.13) 的 证 阴 从 略 。 


{) 


hr 


的 性 质 和 几 个 应 用 


$ 29 导 画 数 与 Fourier 变换 
珊 六 o) 的 Fourier 变换 是 卫 ( 从 ， 
FO -| "fo)de. 
把 这 个 等 式微 分 ,形式 地 得 到 
王国 = ,in)e "flo) do, 
现在 来 证 明光 个 公式 。 
定理 29.1 设 f(2)E Li(~o0, o0), oflo)E 六 (一 co o0). 
如果 了 (2) 的 Fourier 变换 是 好 区， 风 了 (i) 可 微 , 并 上 且 
下 (#) =- -元 =| evipf (8g) dy. (29.1) 
钙 明 由 于 
FED -BOB| fo)de 


275 
1 ~ 8 -igh jit oy 
-J 1 itp (pde, (29.2) 


,i 一 了 
e-i 1 | 2 2 
h 


人 | lp) 


2 f 0) |< af (0)|, 
而 zf(w)E Ii( 一 ce， so)， 所 以 (29.2) 的 右边 当 j>0 时 的 极限 ， 
等 于 在 积分 符号 和 内 取 极 限 后 再 积分 的 值 , 印 


eitt f (2) 
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im 一 FH@)_ 1 


lm V2 


同样 得 到 下 而 的 定理 
定理 29.2 设 f(2)€ Li(~00,00), 2*f (0) €E Ii(—0%0, oo)， 


| (~ir)e “ti f(z)as. 证 蔡 


Fo) 的 Fourier 变换 是 了 (1), 须 了 GQ) nn 次 可 微 , 开 县 


FH) = | eistf (w) do, (29.3) 
27 


写 这 些 定理 类 似 的 定理 对 于 太 E Ls 的 情形 也 艳 立 。 
定理 29.3 设 (z)E Li(—00, 0)， vf 7) E 了 (一 coy 0), 
并且 一 记 f(z2) 的 瑟 的 Tourier 变换 是 G(7), f(z) 的 五 的 
Fourier 变换 是 (引出 
FUTh— PA 
万 
平均 站 伍 于 G04)， 
证 明 ”由 于 PD 万国 1 的 Fourier 变换 是 
f (2) ol 9 
于 是 柜 据 Parseval 公式 有 
J= 工 nrh) -FD)} -GD dt 


jo 1 (Li) Fo doe. (29.4) 


因为 < ly <2z, 于 是 (29.4) 中 最 后 的 被 积 画 数 不 超 过 
|22f (2) 四 因为 这 个 画 数 属于 五 (一 oo, co), 所 以 对 于 加 >0 的 
极限 可 以 取 在 积分 符号 之 内 。 由 于 (6-3 一 1 了 )/h 一 (一 iw) 一 0， 
所 以 有 >0 时 , J->0.， 证 毕 
现在 讨论 定理 29.1 的 造 定理 。 
定理 29.4 设 f(2)Eh(-o, co f(t) ED(-0%0, co)。 
了 (2) 的 Fourier 变换 记 为 六 ， 那 么 六 人 c) 的 Fourier 变换 等 于 


”$80 有 限 Fourier 变换 的 渐 近 字数 i15 
—iF(D), 
雅明 设 4 是 基 一 个 固定 数 。 由 于 
fo) —f(0)=| Pear， 
若 今 2 一 cc, 旭 因 户 E 也, 所 以 
| 7 (CO)do->c (vw->00), 
于 是 Hm f(z) 一 on G1 是 常数。 同样 地 由 于 
| f(a sd -co)， 
因而 有 常数 四 , 使 得 Hm f(z2) = 中， 因为 六 oO) EL 一 co ce)， 
所 以 ca 一 da 一 0， 于 是 六 co) 一 0 (2-> 土 co0)， 
这 样 就 能 进行 下 面 的 运算 : 


到 
- 广 | ， Oit? ! (2) daz 


= -站 -| fen -- 志 二 (—i)ew fo) de 
/Dn -4 V2)-4 1 
人 4- 一 co， 就 有 
-> 一 从) | ey (ode 
= 一 让 了。 证 些 


根据 Riemann-Lebesgue 定理 ,我 们 知道 , 若 了 (2)E Li 一 0， 
oo), 姑 了 了 ( 引 玉 0(> 土 0) 由 上 面 定 理 进 一 步 知 道 , 苛 了 '(z) 在 
在 , 且 天 (2%) Ei( 一 00, c0), 闭 么 了 (==0( 引 1) (二 >00)@ ,这 个 
理由 很 明显 , 由 于 (az) 的 Fourier 变换 是 一 从, 而 根据 
Riemann-Lebesgue 定理 它 应 该 收敛 于 寺 , 这 就 是 上 面 的 断 语 。 


$39 有 限 Fourier 变换 的 新 近 垦 数 
称 
和 @ 原 交 识 为 0(t-1) ,一 - 核 者 法 、 


1i6 第 6 章 。Fourier 变换 和 Laplace 变换 的 性 慎 和 几 个 应 用 
| f (0) eidy : (80.1) 
为 有 限 Fourier 变换 ,其 中 4,? 是 有 限 的 数 , 而 2)E€ Lx, 50). 
我 们 现在 人 研究 一 下 当 本 >cc 时 积分 480.1) 的 天 小 。 
一 般 ,如 果 2 (是 一 个 已 粮 琅 数 , 并 且 
a WO) 一 > 好 On 切 十 OPy (区 ) ? /一 > 加 。 (30. 2) 
Ei 


这 时 ,就 叫 
Sa pr lt) : (30.3) 


是 9 人 的 达到 入 次 的 渐 这 和 级 数 。 如 果 (80.2) 对 于 一 切 的 六 都 成 
开 的 语 , 就 写成 
/ PO ~ Dpnld), to (80.4) 
(30.3) 的 右边 里 做 9 (0 的 潮 近 航 数 。 当 然 , 浙 近 级 数 不 一 定 是 收 
化 的 。 
本 节 中 我 们 将 研究 当 >oo 时 ,积分 (30.1) 的 渐 近 级 数 ， 
定理 80.1 发 画 数 让 ) 在 a<ts<0 中 具有 溃 续 的 六 阶 导 画 
数 , 草 
| eint fp)dv= By(t) ~ Ay(t) +o(t-*), t>00, (80.6) 
其 中 、 
Ay(t) = >! (—1)" fn (gire-ite, 
| | (30.6) 
By(t) = 之 ( 一 二 ) lonfoh (pb) tenitb 
证 明 ”利用 分 部 积分 容易 证 明 下 面 的 等 式 : 
es [EOF + ep oe 
df 0) oY 人 


-| f(g )] + DE 3).o —izt fi (w) dg . 


ct —t 


-df (Db) tH 6 (0)t-20-i0t 
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—if (ot lot of' (0)t 0 


ti eizrt ff" (2) do ， 
有 反复 地 用 这 种 方法 , 束 得 到 
- > ( _ 1) 1dng™n fn™—) (8) eivt 


7 
_ 拉 ( _ 1) wlont™2f (1) (@) et 


所 Riemann-Lebesgue 忆 理 有 


人 yeoGjae=oGD， 

于 是 就 证 朋 了 (30. 下 。 证 上 

替 是 f°*(2)—>0, (co 一 一 co)， 0 一 0, 工 …， N—1l, 

b 

并 有 FJ E (oe 太 的 活 ， 郑 么 30.) 对 于 积 分 |。 记 
又 如 果 
F830, (£0), n=0,1,.…, N—1, fOrL)E Lla, co) 
0 四 对 了 分 也 让 让 

下 面 我 们 讨论 一 下 当 积分 区 测 的 一 个 端点 是 次 数 的 奇异 点 的 
情形 。 
导 画 数 , 并 上 且 pond) 20, n=0,1,..…, NVN—1i. we Ohl. 


妈 有 


b 
| oo 一 ordz — Ay(t) +olt-*), t->00. (80.7) 


ey TntA—1) 
S 入- + ? 
4 A < 一 > -- Wa Ci 二) 和 2 A fl 一 
a / n=1 (n—1)! ! (a) . 


(80.8) 
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Gi) 设 f(z) 在 区 间 a<z<56 中 具有 回炉 的 信 阶 导 图 数 ,并 
Bf)=0,n=0,1,.…, 六 一 1 又 设 0<<m 过 1, 荐 有 
[eo) (odo By(d) 40 7), t>00, (80.9) 
这 里 


By(2) 一 vy _ rn (Wn 二 大 -DD A 2 (6) ftimpoito , 
n=1 (% ]) 1 


| (30.10) 
证 明 ”我们 来 证 明 (830.7) 。 至 守 (30.9) 的 证 明 方 法 是 同样 
的 。 利 用 分 部 积分 ,就 有 
| i (2—a)*!f (2) dr 
十 ( 一 1) "| ( | |e (2 一 0) dz) 。 大 六) (2 ) CQ (30. 11) 


» 
‘= (WU 一 0) 一 0 eduy=hii(t), (80.12) 
由 于 积分 的 移 对 值 是 
| el") etnay<o0 (ws—iy), 


所 以 


0 hr (£2) 
_ 本 立 生 让 由 
一 lim[ (—7)" =(| -| ) (一 -为 寺 。 (u—&) A~1o~ttu go, 


hs0 1 Zteo z—ico 


| 到 {(V 一 2 一 六 (一 2 全 (一 G) -1 du 


= [= (UV 一 2) *(w— a) A 一 J ee] 
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(—1)"1 ” 1 一 1 A—l itn 一 
二 | (wu—2) (wa) "etd = hn (2). 


十 
又 因为 
halo) 一 | 0) tem gu, 

提 能 证 明太 (2) = (2 一 0) ”6-1”， 所 以 得 到 


| : | (sg—0)* 1 drs=h,(s). 


于 是 根据 (80.11) 有 
[ele—a) f(ado 
- > (—D "Eh, (DF (BD) —h 0) fn (0)] 
+ (~D*| (oa 
= (Dh, (a) fb) 


十 (一 省 "| hy (2) fw) do. (30.18) 
现在 对 有 (2) 进行 一 下 估计 。 在 (380.12) 中 ,分 % 一 zz 一 名， 期 有 
hl) = | "(oo a) ere dy, (30.14) 
由 于 |z 一 yy~-a| 之 2-4, 12 一 Wol*i<(2—0)** (0<A<1), 
于 是 
hho) < | dy (oo) "1 (90.15) 
又 由 (30.14) 有 


h, (&) = = 2 | (一 记 ) 82 a itooty day 


- (一 全 ) 2 N23 eitaT (n+ 入 —1)t "td 
1)"1g YtD iap (RA 一 了 tea+ (80.16) 
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再 利用 一 下 (30.15) 就 有 
[am dnl < | GOD (0) ds= O07"); 
把 这 个 式 子 速 同 (30.16) 代 入 (30.13) , 就 得 到 
| re-0) (0) do 


2 D3 7 (n 十 入 一 1) 6 ED po (@) tlio-ite 证 寺 


定理 30.2 在 入 =1 及 =] 时 也 是 成 并 的 。 警 如 当 入 =1 时 ， 
这 时 的 Aw(1) 就 成 为 定理 30.1 中 的 4w(t), 大 且 O(t?) 在 
《80.5) 中 变 为 o( 们 >) 。 所 以 定理 30.1 是 比较 好 的 。 

下 面 讨 论 一 下 区 光 的 两 媚 都 是 奇异 点 的 情形 。 

定理 30.3 设 f(2) 在 区 疝 o<wz<5 中 具有 过 和 织 的 六 阶 导 画 
数 ,并 且 0<A<1, 0 二 w<1, 子 是 


| (00) 0) (0) dg 
By(b) — Av(D TOGS), to0, (80.17) 


这 里 
An (2) . 
< 一 n 
名 条。 站 MD -2 [LO 一 四 和 (Oo)]， 
(80.18) 
By (2 ) 
Li 2 十 1 一 交 下 3 一 0 i 人 4 一 
一 之 i 《Cn 十 31 Dy p+1lo-itb. 人 [C6 — oe} -1f(6)], 
(30.19) 


当 和 = 人 = 工时 ,在 (80.17) 右 边 的 O( 人 7 就 用 0o(f-) 代 赫 。 
”征明 发 >(c) 是 在 区 赔 (c, 分 中 无 限 欢 可 贡 的 丽 数 ,并 昌 
v (a)=1, pvW ot0) =0, n=1, 2，.……， (30.20) 


vb—0) =0, 1, 92, (30.21) 


8 31 阴 数 变换 和 fourier 积分 及 Laplace 积分 了 
譬如 今 


b 
2 2) = | mp (ts /| exp(—— ew 
著 末 宪 就 满足 (30.20) 及 (30.21). 利用 这 个 阔 数 , 叉 得 到 
| eiw—og)* 1b—2)* tf (2) ds 


- | out(g— a)*1[y (2) (6—w)"1f (w)1do 


+| eB or (0)) (v0) (0) do 

一 4 十 .72。 
积分 五 具有 定理 30.2 中 (80.7) 的 形状 ， 只 是 (30.7) 中 的 现在 
是 2(2) (2 一 @) 地 (wz) ， 由 于 这 个 图 数 的 一 切 导 泵 数 在 z=5 一 0 
处 等 于 雾 , 于 是 只 要 注意 一 下 

+ 一 1 共 一 

{rb G0 "7(0)]} = {6-0) (0)) 

就 能 了 解 (30.18) 应 该 成 立 


同样 地 能 够 证 明 积分 Ts 就 是 (30.19) ， 当 和 =j=1 的 时 候 ， 
根据 定理 30.1, 就 把 O(t*) 写 胶 0( 太 ")， 证 毕 


§ 31 画 数 变 换 积 Fourier 积分 及 Laplace 积分 


设 f(w) 的 Fourier 变换 是 了 (t), 下面 的 定理 决定 了 (aw 二 5) 
的 Fourier 变换 。 

定理 31.1 襄 f(2)EL(—o0, ©0) 或 是 E 了 (一 ce) ce) 
期 太 az 十 所 的 Hourier 变换 

当 o>0 时 ,是 工 有 二) “， 


当 4<0 时 ,是 -1 7(t)e" 地 
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钙 明 (i) 识 
f(2)E 了 (一 co) co ) ， 
f (az -+b) 所 LI 一 cc) oo) 


其 


oo _if U—Db 
塘 --| fan+b)e dpm = | fF (wu)e a du, a>0 
27 


(可 在 左边 介 az 十 5=w， 考 处 当 z 在 (一 co, 00) 中 变动 时 ， 由 于 


z>0, 所 以 v 也 在 【〈 一 co, co) 中 变动 ， 就 得 到 右边 ) 。 同 样 地 当 
<0 时 ,左边 就 


所 办 两 式 合 并 ,左边 就 
-+ 0" | fe “au 
(ii) 又 如 果 了 (2) ELs( 一 ,00) 时 ;分 a0, 居 
/ | -二 |， flavtb)e “dz— 1 (TO) 
-| 
-二 六 | -下 est) 


-ol /DN J -natb 
-3 P| wy. 
这 个 式 子 , 因为 了 是 了 的 fourier 变换 , 所 以 当 4->ce 时 收 伍 于 
雾 。 对 于 ac<0 时 ,证 明 可 以 同样 地 进行 。 证 毕 
下 面 讨论 一 下 关于 Laplace 变换 的 情形 。 
定理 红 .2 jj (0<i<o0) 是 已 茜 的 丙 数 , 设 
ft) =$(atb), tb/a (a>0, 5>0) 
=0, t<b/o. 
又 设 J0 的 Laplace 变换 万 (9) 当 3is>e 有 时 收 化 , 那么 户 的 的 


2 


dt 


at 
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Laplace 变换 f(s) 当 Js>>cc ie 并 且 
-人 
Fi(s) a to a/: 


证 明 识 
| fd], et fot) es 
-pe 
当 了 -oo 时 ,由 于 (a/9) >e， 所 以 积分 收敛, 但是 
ze (wa lo p(s). 证 毕 
定理 31.8 裔 了 (0) 汝 gs>e 时 的 Laplace 挛 换 是 也 (3) 天 


F(as+b)( 其 中 >>0， WRs>> 一 一 ) 是 6 1 a 对 ) 的 Laplace 


变换 。 

这 个 定理 的 证 明 也 很 简单 , 故 从 略 。 

下 面 研究 一 下 % 重 积分 及 多 阶 导 画 数 的 Laplace 变换 。 以 后 
常常 用 下 面 的 号 法: 


| ats) ds | fwau=() oo fl) 
变 痪 一 下 积分 |” 缴 | 了 (udu 中 的 积分 顺序 ,就 有 
[wa dno f(a. 
反复 地 使 用 这 种 方法 ,就 得 到 


定理 31.4 旋 了 GO 的 Laplace 积分 了 (s) 当 Jis>c>0 时 收 
化 ,出 


六 四 = 人 (| aa 
的 Laplace 积分 玉 (s) 当 9is>e>0 时 收 化, 并 县 
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下 (8) 一 917(8) ， (31.1) 
鱼 明 ”这 里 只 证 明 当 %= 工 的 情形 ,一 炽 的 情 彤 可 以 把 同样 的 
方法 重复 地 使 用 而 得 到 。 事 实 上 ， 


| eat| f(w du= | Ff (w) du et 
-| sof (du | fl d= ls. 
根据 假 腑 , 当 ip>o， ->oo 时 ,积分 
n=s!| 。 6 (wv) du 
收 钙 于 -17(s)， 会 只 = 由 于 o>0, 所 以 据 定理 24.2, 有 


| flW d=o(e®). 


于 是 
7 一 eo(e®) =0(1). 证 毕 


定理 31.5 设 f() 当 it>0 时 nn 次 可 微 ,并 且 
f(+0), fF (FO), 1, f+O0), 
都 是 存在 的 。 车 f°™ YL) 的 Laplace 变换 FF,(s) 当 Rs>>e>>0 时 收 
敏 的话， 小 人 么 Fr-D (¢) 了 的 Eaplace 变 换 当 Js>e 
时 也 收 化 ,着 且 有 
PF,(s) =8F (8) —f(+0)s:— pa 
ss 一 Fe-D( 十 0) 。 (31.2) 
这 里 的 了 (8) 是 f(D 的 Laplace 变换 。 
荆 明 只 证 明 n=1 的 情形 ,一 般 的 情形 可 以 重复 这 里 的 计 沦 
而 得 到 。 事 实 上 ， 


| ep eau [Fede] + 人 omf (wdu. (381.3) 
才 广 () 的 Laplace 变换 对 于 s* (9is>o>0) 收敛 的 应, 根据 定 
理 94.2 就 有 
70 =olem) (c=s), 
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于 是 当 及->co 时 ,DB)eraz->0。 由 于 这 个 理由 ，(31.9) 闫 边 的 积 
分 应 该 是 收 化 的 , 所 以 右边 的 积分 | of (wau, 邹 了 (四 的 
Laplace 变换 也 应 该 政 伍 。 故 此 当 R>oo 时 ,有 
[ep de -+O+ et。 证 毕 


§ 32 Laplace 方 法 
现在 我 们 研究 具有 下 列 形 状 的 积分 : 
f(g) -| g(t) oma (82.1) 


当 2->co 时 的 状态 。 发 h(t) 是 仅 取 实数 什 的 画 数 ,， 并且 宅 在 i 
处 有 极 大 值 , 印 hE) <h(7) (#7)， 

当 这 个 数 很 大 时 ; 窗 积 档 数 在 7 的 近 傍 迅速 地 趋 于 极 大 值 ， 
所 以 积分 自身 的 值 , 实际 由 在 附近 的 值 所 支配 着 。 因此 可 以 把 
说 积 沙 数 在 1=7 的 近 傍 展 开 , 而 由 此 求 得 积分 的 渐 近 值 。 这 种 求 
积分 (382.1) 的 近似 值 的 方法 ,时 做 Laplace 方法 。 

现在 设 有 (4) 在 t=a 处 有 极 大 值 ， 邹 h(D <hla)，a<t<b, 
9 人 坊 是 速 续 画 数 , h 具有 加 绫 的 二 阶 导 画 数 , 工 且 

ph'la)=0, ji(c) <0. 
分 h(a) —h() =0, z (32.2) 
车 是 十 分 小 的 正 数 , 央 如 (在 6<t<a+n 中 恒 是 负 的 ， 这 就 是 
讼 根据 (32.2) 所 唯一 确定 的 ulw>0) 是 1 的 单调 西数 。 于 是 可 讼 
h(Eh(at+n) (ot+neteD). 
设 g(a) 关 0。 把 7 取得 足够 小 ， 出 对 于 任 一 个 已 糙 的 数 s， 可 
gl)>e>0 (<t<otn) 

(或 是 9 四 二 一 8， 精 果 也 一 样 )。 
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由 于 h) 对 .6 <<t<4a+ 是 减 亢 数 , 因 而 可 以 屋 
h(t) _h(g4+mN>e>0 (StSaty <atD) 。 
于 是 有 
Wn 


9 (benny ] 
] | 0 (Doda | 


g(t) Co) di 
| lg [ls 1a 


< -9 
fa \、 pt oy 2 (BE) ha)) 
| ge me :| ex A 


b 
| ls le 
< 二 +49 


862 201 


->0 (2->00), 
因此 有 
7 四 ~| Ge 四 (32.8) 
用 (区 作 和 分 守 和 Wo 
人” 9 (£) ed dy = -| 2 
其 中 


Wye 加 {exp 2(hl(a) —w)}av, (32.4) 


U= [h(0) —h(o+)]z. 
当 it->a 时 , g (人 >g (a), 又 因为 有 


— (ft—0)? ir 2 
_ (h(a) —h (1) 二 3 (| 
万 hh (a) (一 oj 


(60< ga< 加 ， 所 以 当 妨 >c 时 ,有 


-2 

WO Ra 

若是 7 相当 小 的 语 ，U 也 相当 小 ， 故 此 (82.4) 右 边 的 积分 兹 馈 
号 胞 


十 
5 


[jy] so ee qu, 
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定理 3.1 设 h() 在 t=ca 处 有 极 大 值 , 并 且 具 有 二 阶 连 种 
卫 落 数 , 又 设 在 4<t 志 5 中 hi) 过 h(a), 且 
pla)=0, hb'(0) <0., 
此 外 , 设 9() 是 连续 画 数 , g(a) 二 0。 这 样 就 有 


1 
fo~ [mi] gO. 2. 
钙 明 根据 中 值 定理 ,容易 证 朋 存 在 着 正 数 7, 使 得 
a -< <& 十 7 时， BD) <0, 
若是 选择 7, 使 得 在 c<t+<eT?9 中 ，|0g 人 | 关 0,， 那么 根据 上 面 的 
证 明 ,就 有 


_9. 
1 四 ~ 了 人 re 
其 中 U= [h(a) —h(ot+) i. 
但 是 
， 。 。 
got = | or “du | "eeu 
Mm 1 的 -cv 
-六 
三 
-+0D ) 
于 是 1 
_T『 一 2 下 hays TT 1 
FO ~ 9 ONT -和 
这 就 是 (32.5)。 证 举 


8$ 38 叉 点 的 方法 
现在 研究 一 下 当 2->oo 时 ,积分 
f (0) =| gDemmt (38.D) 


[a 
二 
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的 情形 。 设 h(t) 是 实数 值 的 落 数 。 满 足 户 ( 册 =0 的 点 i 是 它 的 
壁 点。 积分 (83.1) 的 秆 可 以 从 区 涪 端 点 的 近 傍 和 及 ) 的 驻 点 的 
近 傍 去 考虑 。 辟 点 的 近 傍 所 起 的 作用 革 实 比 区 间 端 点 的 近 傍 的 那 
一 部 分 更 为 重要 。 
设 g() 在 a<t<V 中 是 连 粹 有 界 变 分 东 数 , h(t) 具有 连 针 的 
二 阶 导 夯 数 , 工 且 


hr)=0, h'(r)>0, a<T<0. (88.2) 
对 于 其 他 的 t, 及 (天 0。 在 7 的 近 傍 ,分 
h(t) ~h(T) = ' (38.3) 


于 是 若 取 相 当 小 的 数 *，s>0,， 则 有 
f (2) -| g(t) emda | oo 9) ed a 


= 十， (88.4) 
现在 先 对 ls 估计 。 
假设 g() 是 单调 汞 数 , 棚 据 积 分 中 值 定理 有 


b 
| ， g(t)eos zh(t) at 
b 
=9(5) oos oh (Da, t+e<E<b, 


n(5) dy 
g(b) | COS TE WD) 


-gb) ars] cos 20 00 h(E) <n<hb). 
(因为 (单调 ,分 有 (2) 一/ 即 得 5) 
gb) 1/. hn(b) 1 
一 和 二 (sin ww) =0O (=). 
同样 地 有 : 
2 . 1 
| g(t)sin (oh Ct) )adi= O() , 


又 当 g( 引 是 有 界 变 分 画 数 时 ,这 个 车 果 仍然 成 立 ,他 


让 
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b | 1 
tb N+ 
| gg 人 (ee a 0(=). 


同样 地 能 够 葱 明 | ”也 为 0(z-9。 故 / 
Is=0(2-!),. (88.5) 
下 面 再 讨论 积分 厂 . 全 及 (一 (7) 一 刀 ， 区 有 
Li -| 2u 90 exp[izh(t) -+w au, 


TD 
这 里 
w= [hr—e)—h(7) ,w= hrt+s)—h(7) 1®. 
由 于 
whDTBT))S 
OMA 
on + EW 
TECN 
-2 和 和 (和 与 名 都 是 + 与 4 之 问 的 数 )， 
当 二 >>? 时 
i 
RO VIRC)' 
, 9ug(t) TF 2 下 4 
了 是 OG bo gt). 


所 以 象 讨论 三 时 那样 ,容易 证 明 
了 1 一 [| 0(T) | exp [iuw2--02AT)] auw 十 o(= 工 ) 


一 [| g(t) | Gi ln 
+0 (f+ |) evdu |+O (=) 


二 | 2 四 ] I (T)6r Tom +0(5) +0 (E ) . (33.60) 
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但 在 站 处 用 到 了 下 面 的 公式 : 
-oo 生 4 
| er 0 一 lim| ee du=2 lim| Ci om 


所 一 oo 


1 | kt Vi 这 
一 1] -do 一 二 ea ， 33.7 
lm NE Vo 人 


这 个 公式 将 在 下 一 节 中 证 明 。 

由 (38.6) 及 (88.) 就 能 写 出 下 面 的 公式 

fo0)= [es] 9 orp[i(oh(r)+F)| + (5). 
因为 oxp 项 的 息 对 值 等 于 1 所 以 我 们 可 以 把 结果 议 就 成 为 下 面 
的 定理 。 

定理 39.1 识 g(l) 在 a<i<b 中 是 有 界 变 分 夯 数 , h(t) 在 
同 区 尚 中 具有 二 阶 速 炉 导 画 数 。 此 外 (83.2) 成 立 , (人 ) x*0 ( 当 
:zz 时) 。 那 未 


oO~ [ss] gearp| ioh(o) 十 于， (38.8) 

再 者 -上面 的 定理 仅 是 画 数 在 [a, 9 中 具有 唯一 的 对 点 的 情 
形 , 如 果 它 在 [a, 8] 中 具有 有 限 个 性 点 的 话 , 那么 可 以 把 区 则 适当 
的 划分 ,使 得 划分 后 在 每 个 区 其 中 仅 有 唯一 的 驻 操 ,从 而 可 以 考虑 
积分 在 各 区 疝 内 的 浙 近 式 @。 

$34 定 积分 
这 一 节 我 们 研究 形 如 
| erweige (£>0) 


的 以 及 和 宅 有 关 的 积分 。 
定理 34.1 设 凡 >0) 60， — 00<u<o0, | 


LI 关乎 定理 39.1 i 的 推广 ,此 入， Erdelyi Asymptotic expansiong (Dover, 
1956), 52, 


3 


印 数 


834 定 积 分 了 3 


加 i 一 ， | ( 1) 
kz 这 ivr fy 一 -一 一 一 34 本 
| 0“ (及 十 弛 )” (34.1) 


证 明 设 
1(X, 8)= [ 6 plo ive yp, 
大 目 分 £5 十 w=pe*。 因 为 6 二 0, 所 以 


om 人 
一 亚 一 0 < 至 


2 2° 


0 (2) = 0 kvlgiue 
在 图 上 区 域 4BCD 中 是 单 值 的 解析 
画 数 。 这 里 0 是 原点 ，4 与 DD 是 实 轴 上 的 点 ，94 一 耻 , 0D~s， 
人 408~ 一 0。 原 点 是 函数 p (2) 的 支点 ,我 们 取 在 实 轴 上 9 (2) 一 
eolert 的 这 个 分 支 。 现 在 4 就 是 立 , 忆 是 和 er 0 是 se 
已 是 s. 4B，C 忆 分 别 是 圆 噬 。 于 是 根据 Cauchy 积分 定理 ,有 


I(, 8) -| podo=| pd2+t| p (02 二 | go 


一 -1 十 7 十 La， 
首先 在 DO 弥 上 有 ?=se”* (290 一 一 人 ， 所 以 


-0 
1 = so] exp(~—pete0r) elt hedop, 


图 34.1 


于 是 
iT er 
其 次 ,同样 地 有 


[| 所 X? 


| expE~pe cos(0-++- 9) ldo—>0 (e—>0) . (384.2) 


| expL—pX oo (G+p)lap | ， 
因 0<g 十 9p<9<< 科 ,所 以 有 由 使 得 cos(9 十 p) 之 7>>0， 于 是 
Tl<X") oodp= Xr|0lee">0 (K-00), 


印 
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一 >0。 (34 ， 3) 
由 (34.2) 及 (34.3) 就 有 
lim I(X,e)=1lim 7 


下 人 co, 2 一 0 


= lim 


六 
s20, 2 | exp(—pe ye ™®) (Ye) ee dy 
[2 
=—= lm o,f? 1 
e300, Ka Wi Yy* le ry 
[3 


一 Pei | e “wr dw= (b+) TP (AD) 。 
证 幸 
公式 (34.1) 膏 明了 一 个 事实 ,就 是 当 o>>0 时 等 于 
\ 27 et (gs>0) 
而 当 z<0 时 等 于 零 的 西数 的 Fourier 变换 是 了 (AD)/ (十 oo) 
084 .了 的 项 果 可 依 述 如 下 。 
定理 84.2 说 1>0;,8>0， 则 
lm| 二 du 到 0 epit, 2>0., (34.4) 
证 明 ”这 个 公式 由 于 定理 34.1 及 反 演 公 式 定理 5.1 而 明显 
地 成 立 。 当 1> 工 的 时 候 , 可 以 | ” 代 蔡 Him| ， 


把 积分 公式 (34.1) 分 成 实 部 及 遂 部 , 就 得 到 


~ 一 天 一 7 《人 1) -过 
| COY WL WH dp cos( 1 tan™! 全 让 ， (84.5) 
| er gin up er do a a sin( Mw tan 一 -一 和 )， (34.6) 


(>>0， 册 >0， 一 co<<w<co) ， 
现在 讨论 一 下 (84.1) 当 8->0 时 的 极限 值 。 设 


1 
0<a<- ZirT 


于 是 根据 积分 学 第 二 中 值 定理 , 对 于 任意 的 4(>fr*) (因为 
eco 对 于 2>> (1 十 1)8"， 是 减 男 数 , 由 于 ac<1 丽 大 相当 的 小 ， 


0<%<1, 


x Un 和 


~- 
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所 以 可 以 座 为 当 z>1“ 时 画 数 是 减 画 数 ) ;有 下 面 的 粘 果 : 


寻 
| ETizoOp LT 60s wu dr 
J 


[3 
= eXDp \~ kp'”) pn) CON Tt 02， . php-*<e<A, 
op 
~ ww 


eS 
=0(1) OU ) =0(1), £0. 
这 里 的 佑 值 对 于 所 有 的 4 是 一 样 的 ,所 以 


| ee cos wwu dz =0(1). (34.7) 
现在 再 分 z 
/= | eiconrie-iwrad 一 | wre ldy, 
0D 
则 有 


， 
71<[ (1— ew) we-1 dg 
ki- (wl)o 


DD >0)， 


pa 
=| VAL = 
0 
(因为 0<a< (n+,) 
这 样 再 考虑 (34.7) 就 有 
oy -人 : 
| 6 isp cog OU do—| vieoowuadr>0, (34.8) 
0 
壤 是 取 0<4<8B, 则 有 
B | ， 
| V1 C08 00 00 一 | 下 型 zt| 一 2 | 2 Sm ww 02 
可 : 3 款 a A 


因为 <1, 所 以 右边 的 第 一 顶 当 B->co，4->co 时 收 铬 于 堪 。 又 


B 


因为 | or-23p->0， 所 以 积分 


[wt oor mle 
收 镶 。 故 此 在 (34.8) 中 取 %>0, 央 有 


| PH C08 PY AL 一 lim| caOp o0g mudr.. (34.9) 
9 . 0 


一 
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这 个 等 式 的 右边 是 


lim PO) / 十 多 
分 
(h+i) r= (kt) /26 ， 日 一 tan-1(w/h), 
当 b>0 时 ， 由 w>0， 就 得 到 - 0 > 入， 于 是 (14HOAaneuaa 这 
样 ,由 (34.9) 就 有 


乒 TXT 一 A es (Wu>0,0<4<1). (34.10) 


由 此 式 就 能 导出 。 
全 wr! C08 we dL = Le) coS -AL ， (34.11) 
0 oF py 
| ve sin TU dF += LU gin (34.12) 
0 ou 2 


: (u>0, 0<n<1), 
当 = 吉 时 ,因为 (3)= VE, 所 以 有 


其 cd hoa YE (34.13) 

J 仑 

洛 是 在 上 式 中 用 wuz? 代替 v， ed 
COS (UT?) d= 元 ， uw>0, (34.14) 
三 tan (up? ) dri 一 VY. wu>0, (34. 15) 
六 co dp = V 元 6 了 于， 1 - (34 . 16): 


这 些 积分 普通 对 做 Fresnel 积分 。 
$35 数值 积分 
涛 虑 求 下 出 形式 的 积分 


$35 数值 积分 z 135 


| f (W008 ou du (85.1) 


也 以 用 省 的 法， 警 如 Simpson 到 衣 必 须 和 区 赔 
分 得 非常 各 小, 并 作 非 常 麻烦 的 计算 , 决 不 是 能 够 简单 地 解决 的 。 
这 里 我 们 介绍 一 个 计算 这 种 类 型 积分 的 特殊 方法 ， 这 种 方法 是 
Filton 找 济 的 @， 

先 把 区 间 (a, 8) 分 成 2n 个 等 分 , 即 

一 4 十 2 
分 wh=0, 5 十 邑 一 从， flot+m) =f,. (35 .2) 
在 区 情 (w 一 ,4% 十 有 印 区 闻 (ay 2641) 中 对 flw) 使 用 抛物 线 
近似 法 计算 ,就 是 取 
9:(W) = AFBY—W) +O Ww)’, 

并 上 且 要 求 g.(4) 在 内 wy Ws 处 与 f(w) 相等 ， 这 样 地 求 决定 
A4,B,C, 就 有 
: = 六， 


1 、 
已 一 有 Cj 一 方 -0)， 


(35.8) 
z 0= ja (ft fo 2). | 
把 g.() 机 分 并 全 ~ Wi, UY ,一 了 9 有 
g! (Wri) = .B+20(w— Ws) 5 站 (3 十 户 -一 4 )， 
可 (uD 一 疡 (一 jira (85.4) 


: =) f 0W) cos vu a, 


@ 参看 LL. N. G. Filton: Proc. Roy, Soc, Edin, XLIX (1928~1929), 
六 见 CQ, J, Tranter: Integral transforms in math,; phys,, 2nd. ed (1955). 
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我 们 先 评 求 积分 
| 一 gs (WW) 008 CU Au. 
人 


根据 分 部 积分 法 有 
了 。 一 [9 (4) 01 sin zu| 一 =|” gs (YU) sin wu dw 


1 , , _1 Wet1 
一 ~| yg (w) sin wut gs CO C008 vw | 


地 和 -和 


一 去 | gs (vu) Cos ZU du. 
”因为 9 (一 20， 故此 
2 -| {9,(00) 一 20z-3]sin wut 9, (WW) £1 eos wm] (85.5) 
把 (85.8) 中 CQ 的 值 代入 ,并 且 考 处 
sin wussi— Sn v(t,+h) 一 Sin pu, c08 人 十 cos wus Sin 9, 
gin 101 一 Sin T(w,—h) 一 sin zu, C08 0 一 003 zu sin 0, 
就 得 : z 
| {0 (1%) ~ 202 ?} sin zu | =— (fi1— fs1)sin pu, cos6 
+{(1—20°) (Ff ,+ fs1) + 40-2f,) cos ww sin 0 
同样 地 - / : 
区 (w) Oo0g zu] = 2071( forz +fo —2f,)cos wu cos 0 
一 0 太一 疡 -sin ou, sin 9. 
把 两 式 相 加 ,就 有 
2071 = (fs11™— fi1) (0 eos 0 —sin 人 Sin ou, 
(fortf1) (0 sin (~ 20-1 sin O04+2 cos 的 cos wou, 
4f,(0 7 sin 0 — cos 0)eos mi,. 
由 于 2 一 BUs41 一 上 ， 所 以 这 个 式 子 中 六 的 系数 是 
(0 cos 0— sin 0)sin (wu,11— 0) z 加 
“十 (9snhp0 一 "20 -1 gin 0 十 2 cos 9) cos Cwm, ,1 —0) 
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. = (0 sin 0 cos 0—20"1 gin 0 eos 0+2 co0s’0—0 sinO cosd 
十 sin2 0)eos wu,s1t+ (0 cos’ 0—sin 0 cos 0-+0 sin?* 4 
— 9201 sin? 0 4-2 cos 0 sin 0) sin vu,r1 
= (1+c0s*0— 2 sin 0 cos 0)eo0s wusr1 
+ (0+sinb eos 0—20-: sin? 0) Sn oa。 
同样 地 ,利用 zu 一 wk- 十 0， 可 以 得 到 六 -+ 的 系数 是 
(1+608 0—20-1 gin 0 cog Oe0s pws 
一 (0 十 Sin 0 cos 0— 20°~1 gin? 0)sin vu-1. 
于 是 ,和 如果 合 
a=0"3(0-+0 sin 0 cos 0—2 sin?0), 
B=20-3[0(1+ co0s0) —2 sin 9 eos0], (35.6) 
y=40™(sin 0— 0 ceosd), 
期 由 于 及 =0/z, 能够 有 下 面 的 公式 : 
Ts=h[la( fers Sin gus41— fa-1 Sin vals—1) 
二 到 B (fsr1 cos 6 十 六 -ai cos wus-1) 十 ?六 cos ve] 。 
更 在 分 8 一 1, 3，5…， 刀 一 T， 着 且 把 这 些 I 相 加 ,就 得 到 总 和 
hla{f(b)sin wb—f (a)sin wa) -BOs+t+y0s_1]. 
其 中 z Os =~-fo cos ca 十 fa cos must fa C0S 0004 十:… 


十 Fas co8 ouai -十 六 2n COS 00 。 (35.7) 


O2 一 廊 cogs oa 十 Fas cos gus 十 … 十 fan-1C08 Vol 1。 【35.8) 
上 面 的 公式 显然 就 是 Ts 的 和 ,也 就 可 以 看 成 是 积分 
| flu)eos OU dw 
的 近似 值 。 这 样 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 
定理 35.1 底 立 着 近 亿 公式 
| foeos ruvdv=h[la( fo) sn 20— f(a)sin va} 
+BOnt+Y02-1], (85.9) 
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这 里 的 Os;, O21 分 别 如 公式 (85.7) 和 《35 .8) » 0， B， ?7 如 公式 
(35.6), 此 欠 一 5 一 2 
注意 党 是 2z->0, 旭 9->0，(35.9) 就 成 为 
[fadu=E (000+40%-2), 


这 就 是 Simpson 有 公式。w， 8, > 的 值 见 表 35.1。(Filton) 


才 85.1 
_ _ _- 
0.0 | 0.00000 | 0.66667 1.33333 
0.025 / 0.00000 | 0.66675 1.33325 
0.05 | 0.00001 | 0.66700 | 1.33300 
0.10 | 0.00004 0.66800 : 1.33200 
0.15 | 0.00015 | 0.66965 1.33034 
0.20 0.00035 0.67194 1.32801 
0.25 | 0.00069 0.67485 1.82502 
0.30 0.00118 0.67836 1.32137 
0.40 0.00278 0.68704 1.31212 
0.50 0.00536 0.69769 1.30030 
0.75 | 0.01730 0.780292 1.25982 
1.00 ] 0.03850 0.76526 1.20467 
1.50 | 0.10840 0 .80971 
| 


1.05646 
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$ 36 使 用 Fourier 积分 的 表现 


设 卫 ( 是 定义 于 (-- co co) 中 的 面 数 ,我 们 来 求 这 个 面 数 能 

够 才 现 成 为 
F(t) -| eitof (adz， (36.1) 

或 是 / 
F(A = | eitsgG(z) (86.2) 
的 充 竖 条 件 。 这 里 (2) E (一 oo,co) ,9G(z) 是 有 界 变 分 丽 数 。 车 
是 了 (2)E Lo( 一 20, 00), 那么 根据 La-Fourier 变换 的 反 演 公式 ， 
这 个 问题 明显 地 可 以 归 精 为 求 ( 送 ) Fourier 变换 的 问题 。 故 此 现 
在 仅 考 不 (86.1) 中 当 了 (z) ELi( 一 co， co) 的 情形 。 

设 s(t) 是 满足 下 面 (36.8) ~ (86.6) 这 些 条 件 的 夯 煞 : 


| sg [二 了 (MC: 常数 )， 《36.8) 
s(t) -| etoK (wp) dey, (36.4) 
其 中 K(e) 是 非 负 偶 画 数 ( 实 面 数值 ), 并 是 当 |z| ->co 时 ， 
K(z) =0(|g|-1*), a>0, (36.5) 
sr0)= | Ecoaz=l， (86.6) 
这 样 的 <s 芒 ， 针 如 可 以 取 成 De: Ds(t)=0 (|tj 宇 2), Ds(2) 


1 一 出 (|t| 志 2) ， 田 外 根据 (86.8) 与 (86.4 有 


玉 (@) 一 襄 -| "(有 D 由 (对 于 儿 平 所 有 的 5s)。 (86.) 
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这 个 公式 成 立 的 理由 如 下 :首先 右边 的 积分 艳 对 收 化 另外 机 据 定 
理 11.1, 有 : 
(0, 4) 吉 | ”ed 下) (对 于 几乎 所 有 的 2)， 
于 是 (86.7) 右 边 积 分 的 值 ,几乎 处 处 都 等 于 玉 (2). 
由 于 (86.7) ,我 们 不 妨 坝 为 及 (z) 是 连续 而 且 有 内 的 。 现 在 我 
们 作 
Fw 四) 一 元 | -ia 的 Jo (86.8) 
因为 了 (t) 有 界 , 所 以 右 这 的 积分 怒 对 妆 伐 。 


定理 36.1 有 界 汞 数 也 (1) 可 以 用 (36.1) 裘 现 的 充分 必 要 
条 件 [其 中 f(s) € (一 o0, cc)] 是 


| fn, oz) [ds < HM, n=1.9, .., (86.9) 


并 且 , 对 于 已 痊 的 。, 存在 着 这 样 的 6, 6 一 6(s) , 使 得 对 于 任意 一 
”个 测度 小 于 3 的 集合 8, 恒 有 


| |f(n, mon<e， (86.10) 
证 明 (i) 条 件 是 必要 的 。 沙 是 (36. 了 成 立 , 则 
fn, 2) =- 二 | em 3 二 叶 ey (Way 
一 二 fy)dy | 6 (二 ) 
=H| fy | ee sh)d 


=n| Ee))f (Way. (86.11) 
于 是 : : 
fm, oo) Ko)) f(y) ldy, 
站 : / 


y 9 


现在 分 Hiln, o@) =) filn, o) dn, 
因为 到 i(m, 是 非 碱 丽 数 ,所 以 卫 .(n, so) 一 (与 4 无 关系 )。 又 
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A 
=n| fF la) Ke) de 


-| wm) FO) ly) day. (86.12) 


把 最 右边 取 成 1 后 ,就 得 到 (86.9) 。 
其 次 , 设 /0) = 广 (O) 十 is(y) ,并 全 
办 = Ee- G1,2), 


根据 定理 10.1, 对 于 几乎 所 有 的 2,fi(%,w) 收 做 于 (2)， 所 以 不 


妨 设 f(z) 之 0, 因为 若 不 是 这 样 的 话 , 闭 么 全 (2) 一 拓 (2) 一 7(2) 
(ft 之 0, 7 之 0) , 面 同样 地 定义 开 (n, 2) 和 所 (mn, 2) 部 可 。 于 是 
(86.12) 就 可 以 写成 下 面 的 等 式 


| Po oao=| flo)do=T Gl,»). 


因为 所 (nn, 四 一 Pro)， 所 以 
-lim mo， 2) 一 2D)。 


再 取 这 和 样 的 ro, 使 得 当 7 大 2o 时 ， 


Hls) >Ji 一 豆 8 
以 及 这 样 的 mo, 使 得 当 mn 之 mw 时 ， : 
Lo oo) 一 全 co) | < 部 3 。 
于 是 当 wma 及 zzo 时 ,有 
QRy— Hn, $) RU Hn, wo) 


J 一 Hs(ro) + H(zo) — Hi(n, mo) < 到 
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同样 地 决定 ni 和 zo, 使 得 当 n 宇 my, Z 志 一 V0 时 ,有 
0<H'(n, 2) 6, 
然后 再 把 区 泣 (81,J 一 8)m 等 分 ， 使 得 每 一 个 分 区 间 的 长 度 不 超过 
2。 设 WW 条 曲 线 Y 一 Hi(n, 
"jy),n<N (N= max (no, 
na)) 与 mm 条 和 2- 和 
的 直 航 y= 十 pe. 
图 36.1 : =1,92, 机 相交 : 安 
后 的 2 坐标 是 19 山 2 “不 运 过 Nm 个 )。 如 果 分 Dj+1™—D} 的 正和 的 
最 小 值 是 3 (se)， 则 当 iz 一 ?| <8 时 ,明显 地 成 立 
iHi(n, 2) 一 Hn, 2 ) | <s。 
”于 是 届 6=min (61, 6;) ， SS<6(mgS 是 和 集合 S 的 测度) , 则 
Po oac<e (=1, 2). 
所 已 了,(n, 2) 是 一 致 地 和 对 连续 的 ,也 就 是 说 积分 
| Mo 2) lds 
一 致 地 站 对 汪 入 ， 印 (86.10) 刻 并。 
(条 件 的 充分 性 。 由 于 公式 (86.8) ,以 及 关于 了 (nm, 2) 可 积 
分 性 的 (86.9) ,就 有 
:P00 = 三 了 aeeao (对 于 几乎 所 有 的 
: (36 .18) 
由于 右边 明显 闻 是 过 着 的 所 以 梧 把 F(t) 若 虑 成 为 过 续 画 数 。[ 正 
确 地 说 ,存在 着 一 个 加 炉 夯 数 的 ， 对 于 几乎 所 有 的 ,了 () 与 
A (8) 一致 ,故我 们 可 以 代 殖 FQ) 而 老 上 处 BF* (t) .1 s(t) 根据 
486.4) 是 过 赞 的 。 如 在 (36.18) 中 取 n>oo, 旧 可 以 看 到 公式 的 左 
这 在 任意 的 有 了 恨 区 因 中 一 致 站 和合 于 五 人。 
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现在 一 方面 由 于 (86.9) , 夯 数 / 
Hln, 四 一 | fln, 和 用 
在 〈 一 co，co) 中 一 致 地 是 有 界 变 分 画 数 。 于 是 有 这 样 一 人 个 煞 列 
ni %2，…) 使 得 极限 函数 
lim H (ny =H (2) (86.10) 
存在 ,而 互 (c) 在 (一 co, oo) 中 仍 是 有 界 变 分 夯 数 。 因 此 积分 
| eitsf (nx, odo= | els gH (nz 他) 
当 >oo 时 ,在 任意 的 有 限 区 加 中 一致 收 伍 于 积分 | ”exedH(e) ， 
这 个 事实 可 以 由 如 (ne 一 00) =0, H (mn, co) -| fo)de 及 定理 
18.8 证 得 。 于 是 有 
F(t) = | otsdH (o). 


此 外 ,要 据 假 表 (86.11)， 厅 ,(2) 是 一 至 这 镇 的 ,所 以 甩 (e) 二 
是 -至 速 续 的, 即 存在 着 Po) EIi( 一 oo, co) ,使 得 


Ho) =) ft. 
因此 
7G=| eefo)az. 证 毕 
定理 36.1 是 由 Oramtr 利 Domingnez 所 得 到 的 @。. 
现在 我 们 简略 地 讨论 一 下 定理 86.1 的 特殊 情形 。 如 果 合 
fi-ltl, lt|<1, 
:0=| 0， ji| 宇 1， 
那么 只 要 假定 2 的 在 任意 有 限 区 间 中 的 可 积分 性 就 够 了 ,而 不 必 
@ Cramér 不 用 条 件 (36.9) 而 使 用 下 面 的 条 件 (36.15) 评 明 了 定理 。 见 二. 


Cramér: Trans, Amer. Math, Soc., 46(1989), A. CQ. Domingnez: Duke Math, 
Journal 6 (1940). 
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再 假定 它 是 有 界 的 。 这 这 样 就 包括 了 下 面 的 千 果 : 
定理 36.2@9 。 座 而 数 (2) 在 任意 的 有 限 区 间 上 可 积分 ,并 
且 满 足 条 件 (86.9) 及 (86.10) , 旭 
PD-lim | (1 oisf (2) dg 
定理 86.3 定理 86.1 中 的 条 件 (86.10) 可 以 改换 成 
lim | fln, 四 一 Fw， 2) dr=0. (86.15) 


NN/ 0 


证 明 86.15) 是 必要 的 。 因 为 


flnso) -flo) =n | Kea) Ef(o—D -7 (0) ds. 
oy ’ 


四 -Fa | <n Kn |f (oD flo) Id. 
因此 
Le, sf(e) la 
<o| [| f(g~—2) —f (2) law | (na) ada. (86.10) 
但 是 UA 


是 有 界 而 连 炽 的 面 数 ,并 且 9 (0) = 0, 所 以 根据 定理 3.1, (36.16) 
的 右边 当 n->co 时 收效 于 劳 , 即 
| re 2) ~f lo) tao»0. 
由 这 个 公式 就 能 得 到 (36.15)。 
(86.15) 是 充分 的 。 和 定理 86.1 的 放 明 -- 样 ,有 
五 (2) -lim| fnx, tax. (86.17) 


由 (86.15) 可 以 知道 , 存在 着 这 样 一 个 丽 数 f(z) € LL! (一 co, co)， 


0 这 个 定理 是 由 A. CO. Offord 得 到 的 。 
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lim | 7 |f(0) ~—f Cm, 2) |de=0, 
于 是 
im | flm, € AE =| fd 
“因此 ,对 于 几乎 所 有 的 “成立 着 
H(o)=| f(t. 


这 样 , 由 上 式 就 能 导出 定理 86.1 的 辕 论 。 十 此 
另外 在 定理 86.I 的 证 明 中 还 包含 有 下 面 的 定理 。 
定理 36.4 有 界面 数 () 可 以 用 (86.2) 表 现 [ 其 中 G(z) 是 
在 (一 ce) 中 汐 有 异 变 分 画 数 ] 的 充分 和 兴 要 条 件 是 存在 着 与 %w 
无 关 的 数 以 , 使 得 


(lf, olez<M， (36.18) 
最 后 举 几 个 关于 s(t) 与 上 (%) 的 例子 。 
8(t)， K (%) 
tf2/2 ” 1 一 2 
e 7 
i : Ll. 
e™ 1 wr (1 +w?) 


了 一 | 引 (tl) 1—eosy 
0 (>D),， 7 
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在 本 闻 中 卷 虑 了 (可 以 弄 现 为 
全 =| eaF(o) : (87.1) 
的 条 件 ,其 中 Fe) 是 单调 增 画 数 。 | 
和 前 刷 一 样 ,假设 3 (2) 满足 (86.3), (86.4), (36.5), (86.7)， 
并 全 : | 


1 
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1 人” -ily ~、 
Pln, os) = | 0 二) FD. (87.92) 


这 样 菩 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 37.1@ 如 时 f() 是 有 界 的 连 炉 画 数 ， 那么 它 可 以 用 
《37 . 蕊 表现 的 充分 必要 和 条件 是 
Fn, 2 过 0， (87.8) 
这 里 五 (2) 是 有 界 的 单 讽 增 面 数 。 

证 明 条 件 的 必 要 性 。 和 如果 (87.1) 成 立 的 话 , 那 么 


Pn, -区 本 (5 uf “dP ly) 
1 | 1 7 —it(g—y) 
Do a (y) | 。 | (5) a 
-上 | K(n(s—y))dF Gy) 


最 后 的 式 子 , 因 为 (2) 宇 0, 所 以 不 可 能 取 负 的 值 。 
现在 证 明 条 件 的 充分 性 。 因 为 


| G- 沁 ) 2 (33) ， 
把 方程 的 两 边 汪 以 (24)7s( 荆 )j() ,然后 再 积分 , 训 有 
| (1- 1) Pln, oa 
-2 Ger 
BCD1<f Eue-I 又 7 有 内 ,区 可 蓝 17(D 1 了。 所 
(87.4) 的 右边 不 可 能 超过 全] (加 于) 本 一 了 因此 有 
| Qie)e (n, Dav, 


™、 


@ H. Cramér: On the representation of & function by certain Fourier 


integrals, Trans, Amer., Math, Soc 46 (1986). 
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于 是 由 (87.3) 有 


二 Pm od (1)r em, ode 


< 人 (0- 评 )? ln, 9)do< A. 
即 | ”oo 2) dz<2M ,这 就 意味 着 了 P(n, o)E (~ co co) 
于 是 由 (87.2 有 四 
s(t)FD=) eez oaz， (87.5) 
当 w>co 时 ,方程 的 左边 趋 于 ,F(D .右边 可 以 看 成 是 
[eva(] Pon, Way), 
而 这 个 式 子 当 m->oo 时 收 化 | | ”ms 切 呈 一 了 (0) 与 无 关 |， 所 
以 根据 定理 18.2, 积分 | Co 力 0y 收 敏 于 一 个 单调 而 数 卫 (2)， 
因此 在 (87.5) 中 取 n->oo, 就 得 到 
FO=| enapro 证 毕 
下 面 义 述 一 个 和 上 面 同类 型 的 定理 
定理 37.28 ”说 fc) 是 韦 丢 攻 数 70) = 1，# 县 存在 着 
，Ro, 使 得 对 所 有 的 “及 了 > Po 有 
| Feriadt>z0， (87.6) 
于 么 了 (2) 能 用 (37.1) 表现 。 此 和 外, 车 (1!) 是 具有 上 述 性 质 的 而 
数 序列 在 任意 有 限 区 关中 一 致 收 伊 的 极限 夯 数 , 则 它 就 也 能 用 
(87.1) 式 表现 。 并 且 有 也 (eo) 一 开 ( 一 co)=C。 反 过 来 ,对 于 可 以 
用 (87.1) 表现 的 隙 数 ( 四 ,一定 存在 着 这 样 的 Bo, 使 得 当 宇 Ro 
时 (87.6) 成 立 ;或 省 了 () 是 一 个 具有 这 种 性 质 的 面 数 序列 在 任意 


© 河田 龙 夫 ; Representation of a function by the Fouriex- cgtieljes in i 
tegral, Ann, Lnst, Stat, Math,, 1 (1950).. 
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有 限 区 间 中 的 极限 夯 数 。 
证 咽 ”人 先 证 明定 理 的 前 咎 部 。 个 
ft), ltl<B, 
fot) = "ip 
划 fx 在 区 则 (一 忆 , RR) 中 为 速 纺 夯 数 ,于 是 根据 定理 芽 .1, 有 
-如 直 0) fo er er 
此 外 由 于 : 
全 fr smi)| f(b) emdi>0 (R= Bo), 
所 以 , 
fn(0) =lim 元 | 4- 人 mw ~ fa (0) einat 
> lim 牙 | ,1 和 du| fr(t) eiviqt 


人 


， 1 A [et | 
2 
因此 图 数 pr (一 上 加 (DowdiE (一 oo， oo) 而 积分 


1 rf” 
pz cd fe (t) ewtat 


是 存在 的 。 和 这 样 , 根 舌 (87.7) 它 应 苇 等 玫 记 (的 ， 即 
fr (i)= | pr (WV) evi 

: z z = 上 ed bp (uy) . 
这 里 Pa(wW =e-| pn(W) oy, Plo0) Pol~o0) = fn(0) 

=f(0) =M., : : 

因为 当 BR->co 时, fg) 在 任意 的 有 限 区 间 中 一 致 收 敏 于 画 

数 了 f(t)， 所 以 根据 定理 18.2, Fr Gy) 收 纹 干 一 个 有 办 香油 夯 数 
(WW) 《了 (9) 一 也 (一 00) = 以) ,因此 成 立 


$37 使 用 Fourier-Stieltjes 积 妇 的 直观 14 
人 -| oid (10) . : (87.8) 
此 外 ,对 于 这 各 性 慎 的 画 数 在 任意 有 限 区 间 的 极限 夯 数 , 重复 地 应 
用 定理 37.2, 就 可 以 证 明 , 极 限 西数 也 能 用 (87.8) 的 形式 表现 。 
下 面 遂 明定 理 的 后 牛 部 。 
现在 假设 (87.8) 成 立 。 合 


| 
4(t) = | 4 | 
0 ， 浊 三 4， 
in?( Aw/2) 
一 一 Sin \ ww/ 4) itit 
Pa) = | i od 
-| evid Fy (Ww) ， 
这 里 


_ 1 [: sin?(4v/2) . 
Pw = | du, Falt ) Fl co) 1, 
明显 地 有 下 面 的 精采 
| od (| Falo—wdp (wu) ) 


-| aF (w) | et dP (8—u) 
-| ean) | ocean 下 

-| earl) | eva) fp4D. 
因为 pa(97 CD 在 任意 有 限 区 图 中 当 R->oo 时 一 致 收 仇 于 让 ， 
所 以 把 4 取 成 Ro, 当 有 > 4 时 ,只 要 证 明 


信 eepsDfOaiz0 9) 
即 可 。 事实 上 ， 
4 
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一 | aF (ui |, (1 一 下) eit 
off” sin?(A(z—w% /2) 
-2]. (£2—wu) /2 dF (WW) >0. 
于 是 (37.9) 得 证 。 证 毕 
在 讲 定理 37 .8 以 前 , 我 们 人 先 介绍 一 个 名 说。 座 了 () 在 一 
<t<co 中 巡 灶 。 若 对 任何 一 个 人 只 在 有 限 区 间 中 不 等 于 雳 的 可 积 
郴 数 g(z) 恒 有 z z 
| [peep ate, (87 .10) 
于 么 就 称 jb) 为 正 值 画 数 。 积 分 (87.10) 的 积分 区 域 ,实际 上 只 是 
有 限 的 正方 形 。 
定理 37.3 3) 为 正 值 画 数 的 充分 必要 条 件 是 ,jj 可 以 用 
公式 (87.1) 表 现 。 
证 明 ”条 件 是 充分 的 。 著 是 (97.1) 成 立 , 那 么 


三 一 


- (全 ed (w) )g (2) de dy 


= 


-| aF 四 | eig (OO)dd [eggay 
| [QCw) [4F (w) >0, 
这 里 

. oo esug (gw) ds, 

条 件 是 必 要 的 。 设 公式 (87. 10) 戌 立 。 现在 特别 取 g (2) 加 下 ， 
4 0 去 cs.4， 
0， 2z<0， .2>4. 
于 是 (87. 10) 就 化 成 了 下 面 的 形式 : J 


q(2) = 
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(1 aly. : : : (g7 .11) 
现在 全 DC- 四), EI<4， 


fs A) = 
0， it|>4. 


由 于 (37.11), 当 8>4 时 ,有 
| 了 4)eetdt30。 


因此 J 是 函数 f(t, 4) 在 任意 有 限 区 间 中 所 -一致 收 做 的 极限 夯 


数 , 据 定理 37.2, 可 以 用 (87.1) 来 表现 。 证 地 
$ 38 一 般 调 和 分 析 
对 于 已 烙 的 了 () , 识 : 
: p(o) ~lim ws | fothFD A 88.1) 
关于 ?在 任意 的 有 限 区 癌 中 是 一 致 存在 的 ,大 用 
?0) -J 坟 |， GD (88.9) 


由 子 ip 人 1<g(0) , 所 以 pg (z) 有 界 。 把 f(t) 看 作 是 随时 

间 变 动 而 变化 的 画 数 ， 那 么 (88.1) 就 是 画 数 在 时 间 ; 的 储 与 在 时 

天 z 二 ;的 值 的 积 对 于 时 间 的 平均 值 。 这 个 值 可 以 看 作 是 在 十 ; 

及 上 + 处 ， 画 数 的 目 身 的 相关 系数 。 我 们 现在 证 明 ，2P (2) 可 以 用 

Fourier-Stieltjes 积分 来 表现 。 换 一 旬 话 说 ,就 是 可 以 对 它 进 行 调 
”和 分 析 。 z 

“ 圾 (四 = pa， ) lz| < 4 


>4 (88.3) 


\ 
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全 pao) = | fet (88.4) 

划 : palo) [<pa(0). (88.5) 

又 在 任意 的 有 限 区 癌 中 ， 
Tim p94(2) 一 六 CO) (88.6) 


是 一 至 收 敏 的 。 这 里 p(w) 是 (88.1) 所 定义 的 本数 。 现 在 先 对 后 : 
两 个 断 攻 加 以 证 明 。 因 为 


CACTI [fe nol 
< 六 (| aot asa) (~ OP 


-537|. a0) [= ga(0), 
这 就 是 不 等 式 (88. 本 。 当 z>0 时 ,我 们 有 
Pao) By | ,fot 
— 34) fot Fa-a|, f(z + FH ad. (838.7) 


2 
7)|, fotOFD 
< 去 ([ op) (fr 
Eom 88.8) 
可 是 积分 


a ， 
当 全 >co 压根 据 假 融 应 该 收 伍 于 9 (0) ,于 是 


让 | HGD 14>p(0) 。( 在 = 的 有 限 区 间 中 -一致 收 伍 。) 
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1 


24 上 
村 是 
| 0 hast |, lf) ie»>0. 


同样 地 | / / 
| , |f0) [234—>9 (0)., (在 2 的 有 限 区 间 中 一 致 收 然 ) 


24 
因此 (88.8) 的 有 边 , 当 4->ce 时 ， 对 于 任意 有 限 区 并 中 的 “一致 


地 收 敏 于 雾 。 于 是 
5 fle+DDar>0， (在 的 有 限 区 间 中 一 致 收 做 。) 
同样 地 , 如 果 全 2<0, 这 样 的 关系 仍然 成 立 。 于 是 (88.7) 右 边 的 
第 二 项 收 钱 于 震 , 而 第 一 项 收 煞 于 p(e) 。 所 以 由 (88. 刀 就 得 到 了 
(88.6)。 
若 glz) 是 只 在 任意 有 限 区 间 中 异 于 雾 的 可 积 画 数 , 则 


全 | py gg dy 
fythFa ateg (o) dedy 


-到 | -上 
-a7 | GD)5GJdazmy| falwttfalytt) at 
= | (| | g(w) gy fa s+ fa y+t) dr dy )at 
|. 


1 | q(2)fa (wth) dg | dt>0. 


-二 六 
于 是 根据 定理 87.3 就 知道 存在 着 非 减 有 界 醒 数 cs(y) , 使 得 
p40)=| edoaly). (88.9) 


这 样 ,再 根据 定理 18.2, 就 存在 一 个 非 减 面 数 o (y) , 使 得 
plo)=| edr ly). (88.10) 


这 样 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 
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定理 38.1 设 f() 是 (38.1) 中 的 而 数 , g(z) 是 用 (38. 力 定 - 


义 的 画 数 , 划 存 在 一 个 非 残 画 数 = (9), 使 得 (88.10) 成 立 。 
定理 38.2 ”在 上 而 定理 的 假 贞 下 ,有 : 
‘0 (9) ~0 (0) =lim 三 lo (ods. (88.1) 


六- yo0 Do 4 


其 中 o(y) = 计 {cG 十 0) 二 c(g 一 0)}。、 此 外 有 


: 
lim | ,9 0) omde 0 (y+0) —_o(y—0). (88.19) 


”这 个 定理 是 定理 88.1, 定理 17.2, 定理 16.2 的 直接 赫 果 。 


Ly 


第 8 章 ”结合 函数 及 各 种 变换 


8 39 符号 解法 与 结合 西数 @ 


在 $ 6 中 已 经 计 过 关于 两 个 画 数 的 千 合 画 数 。 发 je) , g (2) 
是 两 个 已 知 面 数 ,并 识 


f=$rg, Tf(o) =| $l)g(y) oy. 


现在 我 们 谢 论 一 下 如 何 求 夯 数 bz) 的 闫 题 。 为 了 这 个 目的 , 我 
个 用 符号 解法 来 谈 是 比较 便利 的 。 设 忆 代表 对 2 微分 的 运算 答 
号 。 我 阅 把 忆 设想 成 为 数 ,并且 形式 地 考虑 而 数 6? 的 展开 式 ， 
就 有 


由 此 就 有 下 面 的 展开 形式 : 
e2D Sy oD 


这 里 如 果 售 D*$(w) = Ge (cr) ， 有 


S ade(z) 
它 一 £! 


若 册 四 是 正则 的 ,那么 根据 MacLaurin 的 展开 公式 , 它 答 好 等 于 
由 2 十 a) 。 于 是 可 以 定义 

ecDo(Z) 一 由 (2 十 &) 。 (39.1) 
假如 $(z) 不 可 微分 的 语 , 弄 么 就 把 (39.1) 看 作 是 e? 4$(2) 的 定义 。 


全 本 闪 讨 窒 的 内 容 , 内 D. VY. Widder: The convolution transform, z Buall. 
Amer. Math. Soc. (1954); I. IT. Hirsehman-D. V. Widder: The convolution 
transtform (Princeton Uniy. Prers, 1955), 
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”更 在 我们 用 符号 解法 求解 微分 方程 
: Fo) —f' (0) =$(0). (39.2) 
使 用 忆 后 ,方程 就 化 成 了 
(1—D)f (2) 一 中 2)， 
因而 形式 地 得 到 
Jo- 二 go (89 .3) 


现在 我 们 来 规定 1/ (1 一 D) 的 意义 。 没 
es oo0<Yy<0, 
9(Y) = to y>0, 
并 设 vz<1, 则 有 


z | ” er-ezg (四 Gy 一 | et~2t Dydyy = 7 
于 是 把 z 代 成 D, 就 有 


1 
一 由 “” 


因此 | 
75 $0) =| og (0) -gy) oy. 

应 用 (39. 了 ,就 有 

7 $0 =| $e- dy= pug. 
所 以 由 (89.8) 就 得 到 

- f 0)=| $e- oy. (89.5) 

这 样 ,我 们 有 理由 猜想 , 画 数 了 (2) 就 是 (89.2) 的 解 。 事 实 上 ,(39.5) 
意味 着 

fo =| bo-yody=e| scrau 


这 里 要 假 识 $(w)e*E Zeeo) (a 任意 的 有 限 数 )。 把 两 边 微 分 
后 ,就 有 


ky 


4 39 符号 解法 与 精 合 画 数 
je)=e| .gc0eau-gG)， 
所 以 Po)=Jo) 一 %(o)。 
印 (89.2) 式 确实 成 立 。 
现在 我 们 考虑 一 般 的 微分 方程 
: BE(D)f(z) = (2) 
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(39.6) 


的 解 的 求法 。 为 了 这 个 目的 ,我 们 试 求 G0 ,使 得 它 能 满足 


机 -| 6 (Pat. 
如 果 得 到 了 GD) 以 后 ,那么 (39.6) 的 解 就 可 以 狂想 是 
f(0) 一 再 $0 | em $e)G U0) 


-| $8)G(DWY. 


先 举 几 个 这 样 的 例 。 
例 1 出 于 
2) e-Irie-stdt = 1 二 _1<hs<1, 
所 以 关于 方程 


(一 了 51 一 0 ， 冯 FODD 一 六 (2) 一 下 (7) 
的 解 ,可 以 猜想 是 


f 2) = pd) = 亏 etDg(w)e-ltiat 
=3| $vT— te 3) $b{t)e- se-tiia 


一 于 | en 1p (t)at 十 zf er-ig(t) at, 
容易 证 明 , 这 确实 是 微分 方程 的 解 。 
例 2 由 于 
站 -eete-stdt = 上 -4707 (全 6 一 0) 
一 oo 0 


=T(1~s), —o%<Mhs<l, 
现在 和 例 1 相反 ,我 四 就 阅 , 如 果 


(39.7) 


(39 .8) 
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Fa =) 
那么 ja) 所 满足 的 方程 具有 怎样 的 形 式 ? 
现在 
f (2) =T(1—D)#$(7) 
=[ eeete-iD 4 (x) at 
-| ~ e-etet $IT—H d= | e~e™ er-ts(t) dt ， 
利用 公式 


1 i 一 小 必 + T| 
TT(I—Y) me A 6 Ee 3 
其 中 7Y 是 Bnler 常数 ， 则 对 f(z) 就 有 z 
lim e-? 六 (1 -joo) =$(7), 


但 是 这 个 方程 的 意义 应 该 如 何 解 释 才 好 , 这 就 是 本 章 所 要 研究 的 问题 。 


§ 和 0 双边 Laplace 变换 
所 请 双边 Laplace 变换 , 指 的 是 下 面 形状 的 积分 : 
fG@=| edal). (40.1) 
人) 在 任意 有 限 区 癌 中 是 有 雾 变 分 夯 数 。 (40.1) 的 意义 是 下 面 的 
极限 值 : 
车 a(t) 是 一 个 丙 数 p(t) 的 不 定 积分 ,那么 就 有 
1(9=| egu | 写成 | opal. 
alt) 是 已 标准 化 了 的 秦 数 ,如 
| a = (a(t+0) +ali—0)). 


id 
lim | esida lt) . 


定理 和 .1 识 积 分 (40. 了 ) 对 于 =014iTy 及 ss 二 0 十 if 


Ly 
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(ca<og) 收 敏 ,那么 积分 在 带 形 区 域 ri<qis-<os 中 收 化 。 

石 明 “ 先 考 虑 积分 |， eaa( 的 。 因 为 当 s=a 时 积分 收 合 ,所 
以 根据 定理 28.2, 当 Jis> oa 时 积分 也 收 黎 。 其 次 积分 

| edal) = -| egal wu) 
当 一 = 一 0s 时 收 合 ,所 以 仍然 根据 定理 23.2, 当 站 (一 s) > 一 
时 , 朗 gs<os 时 它 也 收 做 。 于 是 积分 
| an 

在 01< 斩 Rs<os 的 范 闭 中 收 铸 。 当 wx= 一 co 或 va= +ee 或 两 者 
神 碾 立时 , 收 煞 的 区 域 可 能 是 秆 古 面 或 是 全 部 平面 。 

积分 | edu 人 与 上 orda( 一) 可 能 对 于 同一 个 s 一 ss 收敛。 
实际 有 这 样 的 积分 (40.1) , 它 仅 在 一 条 直线 ss-=9isoTir (一 oo0<T 
<ce) 上 收 敏 ,例如 


J 一 5 
|- ire 
就 仅 当 着 =0 时 收敛 。 
关于 收 敏 坐标 有 下 面 的 定理 。 
定理 各 .2 设 
lim Sup Log [elt | 一头 0， lim sup , log la(D| 2 | 1¥0, 
eo 六 一 co . 
若是 <b， 则 各 办 


| eida (t) 
当 8 <yis< 7 时 收敛 :并且 当 二 8, is> 7 时 发 散 。 
根据 定理 24.4 可 以 容易 地 导出 本 定理 ,证 明 略 。 
下 面 讨论 一 下 反 演 公式 。 
定理 和 .3 设 4$0) 是 在 生意 有 限 区 间 中 的 可 积 机 数 ,并 识 
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Ff(8) -| estg (DAE (40.2) 
当 Wis=e 时 焰 对 收 化 。 如 果 p(t) 在 的 近 傍 是 有 界 变 分 函数 ,天 
入 
1 


5 (t+0) +$(— 0)} 一 lim | en， 


证 明 出 于 积 办 (40. 双 当 Wo 时 六 于 政教 所 以 
eb lt) ELi(—o0, co)， 
”于 是 了 (8) 是 ~ 20r 6 地 (六 的 Fourier 变换 (8 一 c 十 iT), 分 


Ferin)=)| $e 
又 因 为 $e-* 在 i 的 近 傍 是 有 界 变 分 攻 数 , 由 定理 5.1, 就 


对 


于 地 (十 0) 十 由 (一 -0)}er" 一 元 - lim | f (etir)eridr, 
这 样 就 得 到 : 


PP 


二 +p)} -lm 起 fletin) drig 
一 Haoazil (Sed, 证 字 
$41 无 穷 乘积 


在 全 平面 正则 的 画 数 叫做 整 而 数 。 整 西数 可 以 看 成 是 多 项 式 
的 扩张 。 与 多 项 式 的 因 式 分 解 对 应 , 现在 讲解 一 下 整 酚 数 的 因 式 
分 解 。 
让 jz) 是 2 的 整 落 数 ， 以 a， gs,… 作 为 它 的 音 根 , 且 
0<< jc 和 |cs| 入 …。 在 oi 的 近 傍 可 以 把 f(z) 写成 
f (2) = (2—0,)9(2). 
这 里 g(z) 是 正则 的 ,并 且 g(a,) 关 0。 于 是 有 
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FO IT 9 (41.1) 


i 


右边 的 最 后 项 当 z=an 时 正则 。 这 就 是 说 ,六 (2?) /f(z) 在 2 一 处 
有 单 极 ,在 这 点 的 留 数 是 1. : / 

更 一 般 地 襄 , 训 回 数 9 (2) 在 aiy Q2，…… 处 有 单 极 (0< oj| 
<<|gs| 三 …), 除 此 以 外 它 是 正则 的 ,在 a, 处 的 留 数 是 5, 设 Cu 是 
包含 oa ar 的 于 曲线 ,原点 与 0 的 最 短 距离 是 BE, RB,>o0， 
设 0, 的 长 度 蕊 =0(B)，g (2)==0o(Br)(Z 是 0, 上 的 点 )。 那 么 
就 有 


_ m/l 1 I \ 
P0000) 二 总 (+ 二).。 (性 全 
现在 来 证明 这 个 公式 。 我 们 考虑 积分 
工人 9(w) 
人 27% me Jn du. (41.8) 


及 人 达旦 台 点 处 的 留 数 分 别 关 5 ea (cm 一 2 上 


一 ?0) 12， 9 (2) /2, 于 是 有 


< b,, (0) .90) - 
T= 人 -一 -一 上 十 -2 
| Gn ma) % 2 (41 .4) 
伍 是 
1 ， L, 
| -一 -一 一 一 | 由 i 
和 元 max | 9(%w)| R.(BR,— 1z|) 


=0(R,): Ee yo). 


是 由 (41.4) 就 有 
p92) _ 9(0) S$! on 


这 样 就 让 明了 (41.2)。 : | 
若是 9 (z) 在 0, 上 满足 p(z) = o( 形 ?) ,我 们 考 脱 


A 
. 
2 -机 
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1 | 9 (Ww) Uz 


Bs jc witli —2) 
只 要 注 督 到. 在 w=0 处 的 留 数 古 . 


_1f9(0) 2 0) + OO) 
二 2 2 下 ?| | 


就 完全 同样 地 可 以 得 到 
(2) 一 mA9) 十 20 (0) 十 … 士 一- 
这 样 就 证 明了 下 面 的 公式 : 


0 (2) = > Lae (0) a 


2 (0) J. 3 bg +1 


-D+2 ~\ 9 


m=0 Wm 


Bh 1 ir) (41.5) 


二 1 一 . 一 Wan 他 nt 0 ni 
现在 再 回 过 头 来 , 合 9 (2) = 了 (2z) /f(z)， 这 个 函数 p (2) 显然 
漠 足 上 面 所 说 的 条 件 , 于 是 根据 (41.2) 就 有 


F(z) _ F'(0) 
+t) 


对 于 这 个 方程 我 们 沙 着 一 条 由 0 到 >, 但 是 不 通过 极 点 的 路 线 进 
行 积分 ,就 可 得 到 
log f (2)— log f(0) 


==—% Fy 十 > [og (2—0n) — log (~—a&,) + 过 | ， 


这 里 的 log 由 于 所 选 的 路 钱 不 同 ,可 能 到 不 同 的 值 ,但 是 如 果 把 它 
取 为 。 的 指数 ,就 能 把 这 种 不 确定 性 完 双 消除 了 ,从 而 得 到 


f= 了 (0)e 和 让 (1 总) (41.8) 
例如 我 们 能 够 得 到 - 
as 于 (一 -je 二 


2 攻 二 一 oo nT 
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(TI' 意 味 着 除去 对 应 于 %=0 的 项 ) ,如 


co 2 
Sin z= TU 和) : (41.7) 
同样 地 有 
COS 205 一 1 (1 op 2 5 ， 
oog2 1 =- i (41.8) 
‘092 S11 1 l 
C0S 2 = (1 1 ). (41.9) 


和 Laguerre-Polya 次 数 族 


我 们 现在 计 论 一 下 当 五 (z) 属于 革 一 画 数 族 时 五 (D) 的 意义 。 


这 种 功 数 便 经 Laguerre 加 以 研究 。 通 常 假设 
(0) =1, (42.1) 
衣 (xs 0， C 是 实数 ,并 县 c=0,， 而 且 


Sc (42.2) 
在 这 种 条 件 下 ,如 果 了 (2) 能 写成 
Bo) = (1) (42.3) 


球 么 就 膏 , (2) 属于 画 数 族 也 ， 
由 于 (4 和 2.2) , 可 知 (42.3) 中 的 无 舅 屁 很 收 吏 ，。 实在 过 敬一 
”于 关于 加 的 几 点 手 慎 。 
” 设 召 (2z) EH. 把 wz 代 夏 8=o 十 记 , 着 把 Bg 解析 延 拓 到 复 
在 面 中 去 ,上 则 (8) 成 为 整 夯 数 , 这 时 也 衣 作 如 (8) EB， 
引 虽 外 .1 设 B(s) EB 则 


© 内 EE. C， Titehmarsh: Theory of funetions, p. 250 或 小 松 勇 作 : 一 般 图 
数 福 ，Pp，374, 
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IB(o+ir)|>|B(o)|, (42.4) 
证 明 由 下 
H(s) = 1 IH (二 ex: ， 00， 
k=1 (大 


所 以 


1 
Blotin)| ee 1 Ga + or/ 42.5) 
kk 


人 


Te 


>0- 


om 一 |B(o)|， 冰 音 


定理 秽 .1 车 是 恕 (s) E 加 ,如 (8) 关 ew P(s) ,这 里 P(s) 是 一 
个 和 贰 式 , 导 来 对 于 任意 的 下 数 及 本 有 


mht Oar) rr 
这 个 式 子 在 jc| < 的 带 形 区 域 中 一 致 地 成 立 。 
三 明 说 如 (s) 只 有 有 限 个 零点 ， 双 敲 co>0. 区 点 的 小数 为 
n, 这 时 由 于 (49.0) 避 有 


PA | 6 0 7) +tbo Ti | GT 
K=1 re 
sp-oRrteridIRT 了 工 ER/Ietl ~ FR pr 
k=1 | Wx | 


此 式 当 |o| 六 总 时 成 立 。 天 一般 是 依 有 于 已 及 外 的 。 因 此 , 对 于 
任意 的 jp >0 成 立 着 | 至 (ac 十 好 ) | 和 二 ee0 (5). 
下 面 再 设 (8) 上 具有 天 限 多 个 点 。 例 Cc 之 0, 对 于 任 芒 给 定 的 
2; 选 这 样 的 态 , 使 得 六 二 p; 并 且 当 1> 六 时 ,有 | > 及 。 现 在 合 
BR 人 ~ 到 人 
根据 引 理 42.1, 有 | 五 v(s) | 宇 By(o). 于 是 


| | 至 (c 十 dt) | .AN rT Bs R71an| Hy (0) | 。 
1 


| 
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由 于 jax| 六 ,1o| < 并 且 医 沪 到 (0)-， Li 1 co ,所 以 
Ex(o) #0(lo|<B). 恨 诬 万 Lo Te M, 则 
eR ERE ef [ax 
[Brin] | le ) 作 
一 9 
LE AD 
这 里 CN， R) 是 与 了 无 关 的 定数 。 证 些 
现在 考 虎 (入 I. 中 的 泵 数 g 是 下 面 画 数 的 情形 ， 
_[e’, 一 oo<t<<0， 
dg 人 一 上/2， j=0,， (42.7) 
0， 0 一 !<co。 
这 时 ， 


z=| et OL 一 co 所 兴 Ss 一 王 ， 


x(0) =1, 
又 igjg(at)( 宕 0) 的 Laplace 变换 是 


本 SN hscolo>0 
n= |alg(at) di=(1 一 了) ， pe 0) 


(0) =1, (42.8) 
FE Qi Way "yy Wn 是 异 于 截 的 实数 ,不 一 定 公 部 是 不 朵 的 。 分 
gr(t) = or|9 (Gt), B=1, 2 (42.9) 


并 且 设 m 是 四 ;as …， an 中 最 大 的 鱼 数 (如 果 所 有 的 风物 是 正 
的 ， 那 么 就 发 和 一 一 ce) 09 证 Q1) do 0 中 最 小 的 正 数 (如果 
所 有 的 or 者 是 负 的 , 泌 么 就 设 一 十 ce)。 使 用 了 这 些 刀 号 ,就 有 
下 面 的 定理 。 

定理 向 .2》 家 G0) 一 91xgax…*9n( 四 ,分 


gg ~ 让 (一声) 
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| "GD, wRscas, (42.10) 

芽 且 
| sw-l， m= | jG 人 di = i , 
| ce-msG0Oai= 六 二 寺 。 

证 明 容易 证 明 如 果 w>0, 则 gi (2?) 的 Laplace 变换 当 
9is<-ox 时 稻 对 收 伍 ; 如 果 4; 过 0, 则 当 9%is> ax 时 移 对 收 化 。 由 于 这 
个 Laplace 变 澳 是 (一 s/ar) -1( 根 据 (42.8)), 所 以 gx，…*gn(i 的 
Laplace 变 换 可 以 反复 地 应 用 定理 27.3 而 得 到 ,是 II (1—s/ar), 
并 且 容 易 证 明 它 的 收 化 范围 是 oz 过 js 过 Qo， 在 (42.10) 中 识 
由 于 历 (0) ~1, 所 以 有 | GD y=1。 又 因为 


By) 1 
五 《3) Rl Gx—8° 
所 以 
” da 1 
[a 纪 人 的 下 一 -| 志 By 。 lL 
rg) 1 4 
-| | EO) -六 盛 
同样 地 
2 a2 1 
| HG = | 号 2 ], 
[- Ei Bs) | 
=— EB"(0) +2(F'(0))?. 
因为 
MO A OD 


po 


"(0) =- (加 二 ) -加 计 (0) 一 -加 二 


La 
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于 是 
a 
4192 — | 四 本 
| 2Ga 3 + (5 二 ) | 
也 就 是 有 : : 


| 
以 


| (ft—m) Gt dt= | 2GU dt n= > 
和 风 


定理 各 .3 裔 召 (s) E 加 ,并且 如 (8) 天 ew” 了 (8)，[ 了 (s) 是 一 
个 多 项 式 ] ,这 样 就 碟 立 着 


工人 二 
5 | . GO (49.11) 


公式 成 立 的 范围 是 含有 坐标 原点 ,但 不 含 及 (s) 的 雾 点 的 所 布 研 家 


带 形 区 域 中 最 天 的 那 一 个 。 这 里 GO>0, | ”GOOdt=1, 工 且 


cg- 元 | 0 ds | (42.19) 
274 -ts Bs)  ” 


证 明 ”由 于 如 (8) € 如 ,新 以 存在 着 多 项 式 (8) 的 责 数 抒 齐 ， 


aa lim BE,,(s) =E(s) (42.13) 
在 任 一 个 |s| <4 的 图 中 一 致 收 笋 。 下 面 我 们 可 以 证 明 , 这 样 的 


古 .() 仅 有 实 改 点 。 据 所 熟知 的 事实 ,由 于 号 地 三 >, 所 以 (42.3) 


中 的 无 穷 乘积 为 它 的 部 分 汪 积 在 |s| 乏 4 范围 中 所 一 致 趋 近 @。 
但 是 这 些 部 分 乘积 称 是 只 有 实 雳 点 的 多 项 式 和 形状 如 e*” 的 夯 数 
的 乘积 [可 以 把 (42.3) 中 的 并 算 人 后 一 项 ], 于 是 只 权证 有 明 峡 数 
ee 与 6” 和 都 可 以 用 仅 县 有 实 震 点 的 多 项 式 来 浊 近 就 够 了 。 
我 们 规定 ， 下 面 所 考虑 的 是 当 := 0 时 成 为 香 的 log 的 分 支 ， 
小 ' 订 由 Taylor 定理 , 当 |z| 夺 4, 0 二 24 时 ,应 江 著 


mr 


各 部 前 面 举 出 的 Titecbmarsh 的 书 。 
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> AN 二 | > 了 | [+ | 
2 十 op @ >) ] -1 记 |- 3 元 | 
|)2|?/n2 /3 


在 这 里 全 2 一 ~as (a 关 0) , 剧 当 18| < 了 时 ， 有 
s+ log (1+ + |< 和 


因为 ie 一 工 | el*i— —1， 
所 以 exp{ -oslog(1+ 笃 | -1 e441, 
也 就 是 (It | <esm—1, 


因此 1lim (1 十 各) 一 em 当 ]s| 过 4/]al 时 一 至 地 成 立 。 所 以 把 


os 换 万 一 cs?, 当 |s| 二 (4/o 2 时, 就 有 一 致 收 族 的 公式 
lim (1 和 ) =6 0 


}-> 2 


这 样 就 十 明了 〈 委 .1) 在 任意 图 中 应 芒 成 世 ， 工 且 这 种 收 伍 是 
一 致 的 。 
现在 根据 引 理 42.1, 有 
| 五 (GD 演 五 (0) =1, 
所 以 在 |y| 4 中 一 致 地 成 江 着 
lim 1 Ll 
: mm Fnliy) Eliy)" 
由 于 害 理 各 .2, 有 这 样 的 夯 数 ww， 使 得 


1 | 一 人 
-7 如 Qa, 1 网 
两 全- 


这 里 
On 人 | Gn () dw, 


(42.14) 


和 
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其 中 Gi,(w) 是 相当 于 冠 理 42.2 中 GO 的 画 数 。 因为 Gi 坊 产 0， 
所 以 w 人 是 单调 二 两 数 ， 工 且 w(co) =T an《 一 00) ==0。 这样， 
根据 定理 18.2 及 (42.14) ,可 知 存在 着 满足 方程 


1 _{” —iyt 42.15 
HD (42.19) 


的 画 数 (于 是 
a(t) ~—a(0) = 37 | 所 gs. (42.16) 
据 定理 42.1 可 知 ， 上 式 右边 的 积分 纸 对 收 化 。 再 由 定理 42.1, 当 


对 上 式 的 两 边 作 微分 时 ， 在 公式 的 右边 ， 微分 可 以 在 积分 行 以 内 
进行 。 由 于 w 的 一 GO， 所 以 有 


w(t) =G(@ = pe | Gy qs ， 一 co<t<coc。 
这 时 再 用 一 下 (42. 芋 ) ,就 得 到 
1 1 
i | eG (Ht. 


但 是 (s) 是 整 男 数 ， 万 (ay 在 包 合 原 点 ,但 不 合 如 (s) 的 堵 点 的 
最 大 带 形 区 域 < 3is <Bo ( 合 这 个 区 域 为 8) 中 是 正 旭 的 。 所 
以 | -GO 和 在 8 中 收 做 。 收 合 的 理由 很 明显 ,因为 
(E()) 2 =) eam?) 
在 8 中 政敌， 且 在 8 内 的 任 一 于 区域 中 一 致 收 敏 于 | eaa 人 有。 
于 是 在 8 中 成 立 着 
1 ™ -at 半生 
| Be | eG, 证 毕 
关于 吏 数 Gt ) 江 还 不 下 而 的 定理 。 


定理 役 . 和 4 定理 各.3 中 的 画 数 G(H) 有 有 下列 的 性 质 ; 
(i ) Gt) >0, 
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(ii) ) | G (Pat=1, 
Gin | 1G (Pat=5, 


Gy) | GIG-ot 加 训 
证 明 (i), (ii) 无 需 再 让 明 。 至 于 (这 ) 及 (iv)， 可 以 把 定理 
名 .2 中 的 (42.11) 微 分 ,然后 代入。 一 0, 就 能 得 到 证 明 。 
$843 反 演 公 式 
现在 我 们 研究 吾 (D) 的 意义 。 为 此 , 先 讨论 一 下 和 这 个 问题 
有 关 的 一 般 千 合 变换 
= $e-D90) ee 
的 反 演 公 式 。 就 是 说 GW) 是 已 狂 的 责 数 ,如 何 用 了 来 表达 
数 二 
定理 和 .1 设 加 (2)E 如, 但 5=c0. G(z) 是 在 定理 4.3 


中 用 (各 .114) 所 定义 的 函数, (cz) 在 (一 ce， ”5) 中 为 有 界 速 炉 画 
数 。 若 成 并 


f(2)=[ ble- Gd (43.2) 
那么 就 有 
E(D)f (2)=9(2), —%<2<o0, (48.3) ， 
这 里 
ED) 一 lim (i) pw。 (43.4) 


在 证 明定 理 以 前 我 们 先 解 释 一 下 定理 的 意义 。 合 
PD)= -er 
(43.3) 式 显然 是 
E(D).G*$ (2) =$(2), 


$43 有 反 流 公式 本 
这 个 式 子 的 意义 就 是 
lim n PCD) G (8— DDat=lim | 已， 忆 (DJG(z 一 人 由 (办 时 
这 里 PP,(D)G(2) 的 意义 如 下 : 
Pi,(D)G(z)= 工 (1 三 )eoeGt 


-加 (- 卫 )oe 人 -二 是)e(e+ 了 ) 
- 呈 (1- 了 好) (Ge 元 ) 
-二 (二 
RN Bt (@), 
重复 地 使 用 这 种 方法 ,就 得 到 
-区 (去 )ooga 


=G,(2). 
所 以 (48.3) 的 意义 就 是 | 
lim | Go—t) $d $e). (43.5) 
现在 我 们 来 证 明 这 个 公式 。 
耳 明 根据 (48.12) 有 


27 
4 一 Qj pi 0 El(s) ds. 


于 是 就 有 


~ grP,(s) 
Gul) = p22 | tco El) ds. (43.6) 
I 由 于 


-joo gD 1 ico Es+0) 
站 二 - 
EPG (SD) 一 pe zi| iw Els) Ey 2052 | 五 (3) 
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1 top pd i 
ro 一 +ee E(s) ds， 

DG (2) -1 | De -2 ds 

. pn -teo 机 (8) 

四 

= | Rs? 
反复 的 使 用 这 两 个 公式 就 能 导 册 (43.0). 加 
现在 
EB, (8) = Bs) 


(8) 
是 属于 如 族 的 而 数 。 根 据 定理 42.4, 对 于 这 个 也 (9) 存 在 着 相当 
于 定理 如 .4 中 G(9) 的 而 数 , 我 们 分 它 为 9,( 人 ) G4,(t) 具有 定理 
42.4 所 描述 的 性质 。 于 是 
| ea=1， 
这 时 ,如 果 合 | 
lo) = Gu(o—D)$ (Da pe) 


=) G9) [%(z 一 妨 一 风 (z)]6g， 


那么 我 们 只 要 许 明 , 当 当 n-302 时 (2z) 收 组 于 雾 ， 就 得 到 了 定理 的 . 
证 盟 。 事实 . 上 ,分 
=- ,+ h,, 


= 十 Js. (43.7) 

9 是 这 样 确定 的 : 对 于 已 疮 的 正 数 。, 若是 |y| <6, 就 有 下 面 的 不 

等 式 : : 

z [$2—Y) ~$ (2) |<, 
于 是 


ol $e-$ ly 
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<e] GWiy<e| Gg)ydy=e. (48.8) 


其 次 ， : 
sl < 2 so 下 人 | Ga . 
一 co <y<eoo [A 
< 2 sup $Y) | yy dy 
: ~oo<Ye 02 Jlyl>a 
< 2 sup gt) | YD 
< 4 
= 2 sup $y) 高 > 
利用 定理 (和 2.4) 的 性 质 (iv) , 就 得 到 
lim supy sa=0 


把 这 时 若 业 代 人 (48.7), 就 得 到 
lim i sup Tc) ss。 


由 于 8 是 任意 的 ,所 以 To)->0 (no0)， 证 毕 
4 4 Laplace 变换 的 反 演 公式 
我 们 在 $ 26 中 已 经 讲解 过 Laplace 变换 的 反 演 公式 。 发 
f (2) 一 > ng" 


是 在 || <1 中 的 王刚 枚 数 ,于 是 
f(z), dz ， 


Gn pe | etl 
: C0 是 单位 加 周 。 和 这 个 公式 相 类 似 的 是 (26.1) 的 反 演 公 式 。 更 确 
切 地 说 ,26 1) 的 反 演 公 式 与 


7 


174 第 8 章 千 合 蚊 数 及 各 和 变换 

相 类 似 @ 。 

”但 是 用 f(z) 求 系数 6 的 公式 另外 还 有 一 个 , 印 大 家 所 熟知 的 
一 大) ,这 一 节 中 我 们 研究 一 下 和 这 个 公式 相 类 似 的 粘 果 。 


由 $6 中 的 例 2, 我 们 知道 可 以 用 和 车 合 变换 的 公式 导出 Laplace 
变换 , 所 以 对 于 Laplace 变换 的 反 演 公式 , 自然 可 以 想象 , 应 该 能 
白 前 布 中 的 反 演 公式 导出 。 


EL 
六 


f(0) | og). (44.1) 
象 85 中 那样 ,把 2 换 成 2, 把 1 换 成 6-!, 就 得 到 
fle) oe | eigle nd. 


合 f(e)r= BD), ple) = 由 (2) ,or=G(o), 则 有 
| Co) 一 Gey(o) (4 
况 在 要 用 来 表达 由 ,自然 可 用 定理 48.1。 在 这 种 情形 下 


] _ 机 —34t 
Ht -| 人 GD)d 
» -| eno"etdt = | ery dy=T (lo) ,—o0<w<1l, 
但 是 ， 


La | 


1 ( 作 ) 
-一 一 = 2 -一 “/k@ 
ra-s™ -i ®, 
”作者 这 自作 述 可 能 是 从 D. V. Widder: The Japlace transform (1946)， 
1 87 中 摘 引 过 来 的 , 那里 指 的 是 Laplace-Stieltjes 变换 的 反 演 。 裔 a(t) 二 5s 
一 1 和 1<2; R= 2 …)，a(0) 二 1, 又 谣 ce-: 二 z。 那 未 


f(2) = | estdalD) = Danen 


的 反省 就 是 1 fg) 1 pone fle-syer 
2 +ix e-—5)er 
ct 一 2 一 | (1—g)gn+l 一 这 
4 一 ti< n=1, 2, :C0>0). ， 
由 留 数 定理 ， 裕 积 酌 数 的 分 母 1 一 6 可 以 模 为 s, 于 是 得 到 定理 26 .1 里 的 形式 。 但 
如 果 用 来 比 哈 Laplace 变换 的 反 演 , 更 确切 的 其 实 倒 是 前 面 关 于 ay 的 公式 。 义 原文 
中 ，$26 该 作 $6，(26.1) 训 作 (41.1) .一 一 校 者 注 
各 ”已 河 田 : 应 用 数学 撤 敌 工 ( 兰 玻 仿 韦 )。 、、 


和 
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过 里 1 : 1 
和 | _ 
y=lim 的 log n ). 


， —Ys ” 光 ZT/E 位 一 人 一 - 光 
$e 
于 是 (48.83) 或 是 (48.5) 就 成 为 

lim P,(D)ef (0) =$(e), (44.3) 
这 个 式 子 的 左边 是 

GDiefo -ef 一 全 oO 
一 一 ex (6”)， 

(127 p(t) -Be) 

一 -一 637 f'' (er)., 

i G __ ) ef (8*) -一 一 EC 和 2 (6 ] _。 

于 是 
Nn? i (I) e*f (6) = 二 (1- 2) erf (e”) 

_ logmp (—1)” n+) n 多 

ollogn) ets ft C0) 

= 全 gt) (s+log ®) 大) (e 1og ») 


一 二 entDanntD oo (mer) ， 


. 因此， 


， 一 127 nn Yt A 
wm en te. 


, 命 o 一 y, 就 得 到 下 面 的 定理 。 : 
定理 竹 .1 发 由 (f) 是 有 界 速 缠 画 数 ,并 肪 
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Flo)=| ep o>0, 


lim C=)"( 2) pe (S$)-» (y). 


. 天 
站 -co nt 
$ 45 Weierstrass 变换 


在 $43 中 所 常 论 的 丽 数 五 (z) 是 当 c=0 时 的 情形 ， 在 这 一 节 
中 我 们 研究 天 0 | 即 


= 4 
这 时 ,时 lw) 为 由 2) 的 WWelerstrass 变 摸 。 
分 . 
G0 Jar : (45.2) 
加 (入 .1) 可 以 写成 
f (2%) = prG (2). 
由 于 
[Wa (TT(8.15) 导 BH),， (45.8) 
所 以 | 
e*—Els). 
于 是 可 以 猜想 f 与 由 所 满足 的 方程 为 


ef (9) = (2). 
现在 我 们 来 解释 一 下 e? Fo) 的 意义 。 
比 (46.3) 更 一 般 的 公式 是 ( 据 (3.15)) 


Oe! z= 一 【人 4 wy)- 一 172 | Cat Ct/C4y) dt, 
它 对 于 所 有 的 复 变数 3 痢 成 并 。 全 :一 一 i 记 , 其 有 
61D’ — (dy) | EtD ea. 


对 它 使 用 公式 (39.1) ,就 得 到 


5 Weiersirass 交换 2 
g-2D:f (gp) = (do) wa HD f (2) 2-t/(49) 
rw fotide mong 
= —o(4nt) -2 上 f(2) eangs , 


因为 对 于 很 多 的 丽 数 / 能够 证 明 , 积分 中 的 积分 路 秋 的 埋 绕 万 

胜 用 一 条 与 它 平 行 的 直 弱 来 代替 , 所 以 现在 把 这 条 积分 路 线 换 成 

(ce 一 gco 0TYco) 后 〈e 适当 的 定数 ) ,就 得 到 下 面 关 于 e ”的 定义 。 
e-D (ZI) 一 ,lim fm) : 


一 lim 一 了 my) "|, Ff (%) pee/ 4% (45.4) 


(ce 是 适当 的 常数 )。 
芯 如 在 (48.4) 中 E(D)= lim P, (D) 内 的 %, 现在 在 (和 .4) 中 
和 它 对 应 的 是 yy 这 个 参数 。 利用 (46. 4) 对 于 of (2) 所 作 的 解 
释 ， 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 | 
定理 外 .1 改 %(o) 在 (- coyce) 中 是 有 界 如 村 画 数 ,而 f(z) 
是 用 ( 嫩 . 忆 所 决定 的 由 的 Weierstrass 变换 , 色 
ez) 一 由 0 一 co<2<oo， (45.5) 
生 明 由 (45.8) 及 反 演 公式 (定理 40.3) 有 
-7 ee = 可 | ed . (45.6) 
村 是 
—i(4ny) -2 | (24ezpf 一 2 人 os 
ies 0 二 一 . 
。 ma -| 8 exp(2 一 太 ? )az 
。 2 尹 40 
一 一 ey | oxp(s 一 多 VS 8 ) ds ， 
根据 (45.6)， 


# 
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-i i ;Pp — —2°/4(1—Yy))., (465.7) 


”于 是 由 (45.4 有 


of) =—lime (2) : 
= lm, Chm) erp {(2 0)*/49) ds 
x 2 oxp{— (2—/4) GD | 
-im 二 $A —ildry) 1) : 
x | op 一 De 人 (2 一 人 站 2327 4 dz 


. 1 . 
-404 二; 
x | exp{(s— +t) /dy} exp(—s/4)ds, 


容易 证 明 , 最 后 积分 中 的 积分 可 以 换 碾 | ”， 于 是 由 (45.7) 就 得 
到 了 


= lim| $0) -pr 二 op (oA 9)}d 
根据 定理 10.,1,， 0 (只 要 在 定型 10.1 中 分 


K (2,t,0)=K(v2—t, 3) ~ op{ -0 (0 岂可。 证 地 
$46 Stieltjes 变换 
现在 我 们 邦 粹 形式 地 对 gp 区 巡 施 以 两 灾 Laplace 变换 , 序 坑 
f(o) = | emu | eg (Ot 


-| pO | er 
0 0 


ne 


§ 46 Stieltjes 变换 z 17y 


一 由 ,地 p(t) 是 定义 在 0<t<o0 中 的 谓 数 ， 如 典 
f(s) = | 了 dt (46.D 


收敛 的 部 六 ,那么 就 时 了 是 p 从 的 Stieltjes 变换 。 关 于 这 个 变换 
的 收 煞 区 域 以 及 解 术 性质 有 下 面 的 定理 。 

定理 46.1 若是 积分 (46. 了 对 于 一 个 不 在 负 实 轴 ( 包 含 原 
总 ) 上 的 点 so 收 煞 ;那么 它 就 对 任何 一 个 这 样 的 点 3 站 化 ,而 (8) 
在 沿 着 射线 (一 co, 0] 割 开 的 平面 上 是 正 划 画 数 。 


证 明 Ea f(s0,t) = | pA) “du, 


期 | 9 (%) 7 v=| So 二 本 


osu 0 8 十 好 8o -十 亿 


一 了 (so， t) + (s0—8) | f (Sn) du. 


(8 -十 他) 
检 据 假说 ? f(g, ) 当 fj->o0 时 收 伊 ,所 以 无 # 腿 洽 是 第 一 项 或 是 第 二 项 
对 于 不 在 (一 co,， 0] 上 的 点 都 是 收 佑 的 。 于 是 


Jo ee f(s0,0) 4 (46.2) 


3 十 《8 十 4 0 
这 样 就 证 明了 定理 的 前 竺 部 。 
和 上 面 的 证 法 同样 地 有 
“9 A so 十 4 (sos20) 
| S$ 十 -| fs, 0 ee + (so ) | A a。 
于 是 和 
PW Au | _ 3 一 so | 
| | <1F(%0) — Lyn D+ | 3 | 


十 |so -sl au 


好 | 2 
议 在 设 * 是 在 除去 (一 co, 0] 的 平面 中 任意 一 个 于 区 域 也 内 
的 任意 点 。 设 原点 到 了 中 一 点 的 最 大 距离 为 4 那么 |s| sd. 坑 
R>d, 则 | . 
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| PW | p(s,) —f (80) R)|+|f(s0, BR)| 4 


十 (d+ |80|) | fe dw, 


在 这 里 合 及 >oo，, 右边 的 各 项 都 收 但 于 0, 所 以 


| 9 (WU) dw 
0 8 


在 用 区 域 刀 中 一 致 收 佑 。 此 外 ,| -25o 在 刀 中 显然 是 正则 
的 ,所 以 2 人 在 万 中 正则 印 了 (9) 在 (一 co，0] 访 外 的 从 部 


复数 平面 上 正 贡 。 证 华 
此 外 ,容易 证 明 
yo 一 (Di rr Adt, n=0, 1, 2,..., (46.3) 
于 面 证 明 一 下 上 友 演 公式 。 


定理 46.2 纹 


Jo 


在 除去 (一 0] 的 任 一 区 域 中 收 钱 。 车 是 对 于 一 个 1 (>0)， 
04 二 0) 及 2 一 0) 都 存在 ,那么 


pit0) + pC—0)) 


=lims (Ff(- t—ie)—f(—titie)). (46.4) 


eo0 2 


证 明 
3 {F( 一 te) —f( tie)} 


1 1 
530], ?0 {7 一 2 十 % -一 


1(» sp(wu)du : , 
zj —t)*+ 682° (46.86) 


AN 


{ 


收复 ,积分 
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在 定理 10.1 中 , 取 kK(t, Ww， 8) =K (wy—t, é) xue 
就 可 以 看 出 , 当 s 一 0 时 , (46.5) 的 右边 趋 于 (46.4) 的 左边 。 应 用 
定理 10.1 时 设 a=1， 所 以 ， 为 了 膏 朋 应 用 定理 10.1 是 合理 的 ， 
只 要 证 明 
了 ELi(0, co ) 
就 够 了 。 下 面 我 们 来 导出 这 个 结果 。 由 于 当 s=- 革 时 ，jF(s) 的 积分 


- | ?as, c>0 : 
存在 。 现 在 再 证 明 积分 
z [20 a 
也 征 在 。 事 实 上 ， 
| 了 的 二 ,| | 2 9 (%) PW dy| + + 2 
-车 | sat ap 2 ee) dw, 


因为 || 了 go du| 有 界 (<M)， 扩 以 在 边 的 第 一 项 当 了 “oo 时 收 


仇 于 雳 。 此 外 ,对 于 第 二 项 有 


中 


C 


访 以 当 记 - -co 时 | | 名 (WW iu 存在 ， 部 的 ETi(e, o0). 


证 些 
8 条 Stieltjes 次 换 与 结合 而 数 / 
Bs) = H (1 ). (47.1) 


182 
由 于 了 GTG-9 一 证 击 ， 多 <l 
、 sinrs 1 1 
所 坟 ms slT(s)T(l-s) TIT(I+s)T(L—s)° 下 
合 G(H) =e "et, z 
天 
人 eG N= | etd Tl—s), Ws<1, (47.3) 
又 | ea GG-WG( -wa 
-| GC-war| Gwe 
-| G(— WW) es “qu | Gt—we twat 
-| G(~—wema | Ge 
-| Gorau| GQ (ve do， 
根据 (47.3) : 
=T(1+8) .7T(1—s), —1<Nhs<1, (47.4). 
又 因为 
| ce-oG(-Oau= 人 ee 
一 et 1 VortDvgye ee — C0<t<oo 
0 (et+1)2 ” : 
所 以 根据 (47.4) 有 
ns | 0 Rs 
=|. a 一 工 一 从 gs 一 工 (47 .5) 
此 外 , 设 ?00 的 Btieltjes 变换 是 f(z), 即 
f (2) = | 本 人 dt, 2>0, (47.6) 
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于 
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我 们 来 导出 它 的 反 演 公式 。 前 一 节 所 讲 的 反 演 公 式 主要 是 用 复 交 
数 求 到 的 ,这 一 节 我 们 用 实 变 数 来 求 。 
先 把 447 .6) 对 2 微分 ,根据 (46.3) 就 有 
/ _ p(t) dt 
fi (2) ~ | (fF) 
把 z 换 成 zr,t 换 成 et， 就 得 漠 


co —t i 
0 | 人 存 - 二 和 Dat. dt 


公式 的 右边 显然 是 一 Ta fy 与 $(e) 的 精 合 画 数 , 所 以 由 定理 
48.1, 有 


-SD [ep (ee)] (0), ~o0<o<o0, 
这 就 是 说 ,成 立 着 z 
-im (9 )tep (Ip). 
这 里 IT' 表示 应 除去 4 一 0 这 一 项 。 
象 定理 48.1 中 的 证 明 那 样 ,有 


-Th (0) Eh fn). 


(n—141)! 
于 是 
1 (1 ) [ef (0)] 
= Tr)(- TA)rer (en)]) 
ECD). 
但 是 利用 一 下 公式 


(Lr )oer glo) =e0rsg (0) + (~ berg(s) +etg' (2)) 


一 五 eg (oO)， ' 
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着 且 分 BE? 2 (67 ) etrsH (0 ) ， 划 (47 ， 7) 就 成为 


区 Ga + 好 让 eH) 


(1D) (Dl mle), 


(nm—1)i n++1i 
反复 地 使 用 这 种 方法 ,就 得 到 , 
= 1) 1 4 
”二 miDit le) 


(—1) 持 "+ 
/ -GIFEDieA OO -o。 
因此 根据 定理 43.1, 就 得 到 下 面 的 竺 果 : 
定理 4 .上 设 p(z) 是 有 界 连 续 画 数 (0<sz<co)。 如 果 窑 
的 Btieltjes 变换 存在 , 草 有 
(—1)* an 1 pp O02noo 
1 m THNTTT TARTT[Z fs) pL), 0<o<oeo, 
对 于 这 个 反 演 问题 ,我 们 还 能 证 明 其 他 形式 的 公式 。 由 于 
所 以 有 
4 
of (oo 一 | 0 (47.8) 
这 个 式 子 的 右边 显然 是 ep(e') 与 让 sech 广 的 征 合 责 数 。 由 
(47.5) 丰 有 


8 et —~ | -4 ) 
Sin m3 | ‘Qt \e:++1 db 


唱 用 分 部 积分 法 ， 
be et 
Wt | -A Ut, —1<Rs<0, 
”所 以 有 


入 和 
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Cs at 
| A ” 


把 * 换 成 * 一 于 后 ,就 得 到 


7 | 了 gs 一 二 
二 5 < jis 一 5 (47 .9) 
有 -一 Nm Es a 
那么 合 £(s) COa je ;根据 定理 43.1, 就 有 
m1[eosmw DD] Eee 一 ep (ed). (47 .10) 


由 (44.9) 很 明显 地 召 () EB (因为 满足 定理 48.1 中 的 条 件 )。 此 
外 ,能 够 证 明 ， 


II 于 一 1 [e*/2f (e*)] js (一 1) 半 4 1 tls/ £0) (ez) ， 


I (i+ 2 - ee D2 fF (er)] es a ef (ez) , 


利用 这 些 事实 就 可 由 (47.7) 导 出 下 面 的 定理 : 
定理 427.2 设 o(t) Vt 是 有 界 连 粮 画 数 , 并 且 g(t) 的 
Stieltjes 变换 
f (8) = -| 2- dt, >0 


2 十 ! 
存在 , 划 有 
lm D"(s ) [of 2) = 9 (gs). (47.11) 
43 Meijer 变换 

> 1 1 

I [1 

Ko(¢) 一 一 ? log $+ 妆 wpTi(1+ 
t+ 于 ~? 儿 扫 )】 ，0<z<co。 (48.1) 


y 是 Fnler 常数 。Ko(s) 可 以 才 达 成 为 下 面 的 积分 形式 @: 


@ 真 W. Magnus-F. Oberhettinger: Formeln und itze fiir die speziel- 
en Funktionen der mathematischen Physik (Berlin, 1948)., 
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kK, (2) 一 到 | EC 一 2(Cosh Dat. : 


合 fo)=| VKoled) pg. 
f(w) 就 中 做 (9) 的 天 eijer 变换 。 当 woo 时， 
Kol@) =0 (Fe). 
由 (48.3) 就 有 
er flo) =| Ko) op (ed 
右 演 是 dK6() 与 -pg (e-9 的 精 合 而 数 。 双 因为 


: 1—s\_o。[" pt pen -2| sb 4 
rT(15:)=2| eres2) eget 


所 以 
Tr (152) 一 4 | 人 dt | 3 (tf—) gw) du ， 
而 
[sew au ee 

二 do exp{— 2e! cosh (t—2wu)}au 

一 亏 et | exp{ 一 2etcogh v}av =e! Kol2e’)., 
于 是 
. | ee 0 (e) dt = 2 13) 。 
但 是 根据 大 家 熟知 的 事实 ,对 于 本 (s) 有 公式 


1. 


| 畦 (1 S : 


(48.4) 


证 
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因此 根据 定理 43.1 网 


了 一 六 
ri(137) 
而 这 个 公式 可 以 用 上 面 的 竺 果 号 成 
m2 6 和 -TD) 
一 6-z/2 (0?), (48 .5) 

另 -考古 一 条 地 克 袜 着 人 

ly 人 _ iT ) [eg (e2)] 一 (一 1)? eg (ez) , 
利用 这 个 公式 ,并 设 2 了 (e”) 一 eB(e*)[ 即 把 6” 改写 成 (6)”]， 
坦 有 

(1 本 十 )ren fle*)] ~ (一 1)” 名 有 can+Dz Pa(e2e) ， 

再 设 e129RVe”) 等 于 o 末 (e)， 划 有 

1 (1- 3 7) Fe fle’)1= 入 ont+1)2 FH (m) (es ) 。 
利用 这 些 公式 ,[ 只 要 分 (2n)? 一 CDg2n] ,就 能 得 到 下 面 的 灶 果 : 

定理 4.1 设 9(0) VE 是 有 界 连 续 的 面 数 ,并 设 

Jo) =| VaAKo(oD) (Dat 


oe? fle)=e™ phe ™), 


加 [六 (入 1D 
一 9 2)。 


饥 王 《了 NA 而 


校 后 记 
林 坚 冰 等 


这 本 书 前 七 章 主要 介 阅 上 Li 和 Ls 两 类 函数 的 Fourier 变换 和 
Laplace 变换 以 及 它们 的 Stieltjes 积分 形式 的 基本 收 化 定理 、 反 
演 公 式 和 一 些 基本 性 质 , 雍 如 跟 微 分 运算 的 关系 , 跟 Hankel 变 模 
和 Mellin 变换 等 最 常见 的 积分 变换 的 关系 ， 关 于 结合 式 的 Par- 
seval-Plancherel 定理 等 等 。 这 些 内 容 大 体 上 构成 关于 这 些 变 换 
的 理论 稀 最 基本 部 分 ， 也 包括 推导 实用 .上 的 演算 公式 所 必 锯 的 理 
花 基 础 。 义 述 清 晰 ,体裁 也 紧凑 ,对 具备 普通 实 夯 数 花 和 复 西 数论 
知识 的 读者 ,这 是 一 本 和 运 宜 的 读物 。 

最 后 一 章 扼要 地 介绍 了 D. V. Widder 等 八 近年 来 发 展 的 千 
合式 变换 的 理 葵 ， 直 接 取 材 于 工 . I. Hirsechman 和 Widder 的 著 
作 忠 @， 这 就 使 得 Widder 的 先后 两 部 著作 “'“ 对 全 书 的 影响 特 
别 有 明显。 Widder 他 们 用 千 合 式 变换 的 概念 总 车 了 通常 在 微分 万 
程 的 解法 中 使 用 的 运算 征 积 分 方法 ,从 而 充分 利用 千 合 式 的 特点 ， 
在 无 限 报 微分 运算 的 理 齐 上 得 到 上 了 新 的 成 果 。 这 一 部 分 材料 对 该 
者 大概 也 不 会 没有 兴趣 。 

不 过 , 这 些 内 容 看 来 是 不 够 满足 多 数 藏 者 的 要 求 的 。 许多 人 
所 尽 对 这 些 变换 发 生 兴趣 是 由 于 这 些 变换 在 广泛 的 应 用 领域 中 能 
成 为 基本 的 分 析 工 具 。 对 于 这 些 雍 者 , 问题 通常 在 两 方面 : 第 一 ， 

@ 方 括号 里 的 数字 指 后 面 贿 考 书目 孙 中 的 顺序 导 , 下 局 。 
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怎样 的 数学 问题 适宜 于 应 用 这 些 变 渴求 解 ?其 次 是 应 用 这 些 变换 
的 时 候 怎 样 进行 演算 ? 还 有 这 些 演算 公式 是 怎 梯 证明 的 ? 址 收 的 
是 ,在 更 有 的 关于 这 些 变换 的 落 作 中 ,得 到 充分 说 明 的 时 常 只 是 后 
一 问题 , 对 前 一 丫 题 没有 频 有 的 理 询 启发 。 本 书 岂 不 能 避 驶 这 个 
缺点 。 当 然 , 作 者 对 这 一 方面 工 不 是 完全 不 关心 的 ,譬如 在 最 后 一 
章 引 用 Widder 对 运算 微 积 分 的 说 明 就 是 一 个 例子 。 关于 这 方面 
还 应 读 特 别提 起 红 ] 和 纠 了 1 的 作者 所 作 的 深入 的 分 析 , 可 是 优 吉 的 
表达 方式 妨碍 了 他 们 和 采取 更 直接 的 途径 。 此 外 , 在 抽象 大 和 分 析 
的 领域 中 虽然 有 一 些 有 关 的 理论 概括 ， 可 是 那些 抽象 的 语 羡 对 初 
学 者 显然 是 过 分 生 涩 的 。 办 此 ,下 面 陈 了 向 读者 推荐 一 些 为 了 进 
一 步 研究 所 需要 的 参考 书 以 四， 特别 就 这 问题 做 一 些 概括 性 的 计 
花 , 希 刻 对 初学 者 能 有 所 帮助 。 


Fourier 变换 和 Laplace 变换 是 画 数 的 两 种 特殊 的 线性 变换 ， 
要 理解 它们 的 本 质 最 好 是 从 画 数 的 线性 变换 的 一 般 表示 法 考虑 
起 。 在 这 里 , 向 量 空间 的 线性 变换 是 我 们 和 良好 的 借鉴 。 

n 诬 复 欧 锋 空间 的 厂 性 变换 可 世 [ 表 示 为 方程 粗 


0) Wal Gl, 2, ,0), 


区 和 新 囊 示 任何 一 个 向 量变 换 前 后 的 分 量 ,ef 可 以 理解 为 原来 第 
? 个 基底 向 量 的 象 的 第 个 分 最 。 在 标准 正 交 基底 上 ， 向 量 的 分 
量 不 外 是 向 量 跟 基 底 的 数量 积 。 

”一 个 画 数 是 由 尼 在 各 点 的 画 数 值 定义 的 。 把 这 些 夯 数值 看 做 
它 的 分 最 ， 那 末 一 个 面 数 跟 另 一 个 夯 数 的 共 地 值 的 乘积 的 积分 可 
以 看 作 奥 量 的 内 积 的 自然 推广 。 所 以 ,如 果 “ 画 数 空间 ”的 基底 寻 
做 66(2) , 那 末 一 个 画 数 久 (w) 在 z=64 的 ' 汾 量 *" 应 该 是 
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(2) w(O 一 | wo 人 dz， 
“这 里 我 们 假说 we) 是 定义 在 (一 co，co) 上 的 某 一 类 复 而 数 。 在 这 
比拟 下 ,仿照 (1), 我 们 得 到 入 性 变换 的 一 般 表 示 式 
(8) io) —| wlo) $0) ds, 
显然, 由 于 我 们 的 要 求 ， (2) 正 是 通常 所 剖 Dirac 面 数 。 由 
(3) 看 到 ,为 了 表达 一 个 绪 性 变换 ,全 部 任务 就 是 寻求 8(o) 的 象 。 
(8) 的 反 演 也 可 以 仿照 (]) 的 反 演 来 实现 。 值 得 特别 提起 的 是 
当 (H) 是 丁 〈 复 正 交 ) 变 换 的 时 候 , (了 的 反 演 是 
(4 ci 站 
尼 限 (DD 的 联系 是 特别 明显 的 。 对 咖 数 变换 来 说 , 复 正 交 条 件 应 蒋 


是 


() | S00) dr—6(5). 
因此 仿照 (入 ， 当 (5 成 立 的 时 候 , (3) 的 反 演 芭 式 
(6) “=| i (Ba) du, 


上面 这 些 明 最 的 关 系 式 是 我 们 诗 及 Fourier 变换 和 Laplace 
变换 的 意义 的 基础 。 


在 什么 情况 下 需要 运用 Laplace 变换 呢 ? 我 们 先 拿 运算 微 积 
分 作为 例子 玉 脱 明 。 运 算 向 积分 的 基本 思想 是 反 柚 分 运算 当做 和 
法 看 , 然后 把 代数 的 方法 应 用 到 由 -- 租 成 的 多 项 式 上， 最 后 把 
某 些 线性 微分 考 程 的 解法 人 但 是 使 万 -wu 咸 直 的 4 
只 有 ce”。 因 化 我 们 希望 借助 于 某 种 变换 w->i 使 这 个 “ 箭 法 化 ” 


下 
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的 过 程 能 够 变相 地 完成 ,部 要 求 允 与 双 经 变换 后 请 足 方程 


(6) 太一) 站. 
在 代数 运算 的 自然 要 求 下 , 和 和 名 都 应 该 是 复数 。 叉 为 了 能 够 限 
制 在 比较 得 单 摊 单 变数 的 情形 ， 我 们 自然 希望 入 和 名 的 数值 能 决 
定 于 同一 个 参数 ,因此 音 是 入 的 画 数 。 此 外 ,由 于 处 理 的 是 简 性 徽 
分 方程 ,当然 册 要 求 和 Y 的 变换 是 线性 的 。 这 种 变换 应 识 怎 样 卖 
示 , 或 者 说 (3) 里 的 5, 应 该 是 什么 虽 ? 

特别 对 于 3，(6) 这 个 条 件 成 为 6。 =- 所 (^) (有 卖 示 


二 让 经 变换 后 的 象 ) , 因此 根据 (3) 沟 过 分 部 积分 就 得 到 
$8, 0) -六 一 全 六 (总 QDan 
0 ;98,0) 
= 全 0) 一 入 一 da = 一 多 一 。 


比 镑 这 帮 程 的 最 左 和 最 右 端的 式 子 得 到 
人 (A) =c(NM)e ™, 


于 是 所 需要 的 变换 必须 是 
0 (NA) = 6(X) | ~ wl(w)emde, 


而 且 为 了 (6) 成 走 , 还 得 限 贸 w( 一 oo) =0, 4(oo) =0。 当 然 这 样 的 


边 异 条 件 巷 至 在 要 求 有 关 的 积分 存在 的 时 修 就 已 经 需要 了 ， 

为 了 简单 ,不妨 取 ce(A =1, 于 是 (7) 正 是 双边 的 Lapiace 恋 
换 。 在 不 同 的 边界 条 件 wo) 二 0 (wE (le,0)) 下 , 这 变 做 区 山 
(a, b) 上 的 Laplace 变换 


(8) GN) ~ | w (8) emdw. 


6 4 一 0， 5= co 的 时 候 , (8 就 是 通常 扎 Laplace 变换 。 


从 上 面 可 以 看 出 "下 是 运 四 微 积 分 的 王 杰 原 理 决 定 了 FY Taplaoo 
变换 的 形式 。 2 
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再 考察 一 下 反 演 的 问题 。 为 了 反 演 的 方便 我 们 自然 寻求 西 变 
痪 。 由 ( 约 知 道 @7) 成 为 本 变换 的 条 件 是 
o (ot) | ead 6b), 
显然 ,如 果 “和 ?不 都 是 纯 虑 数 ， ,让 让 训 记 评 。1 但 当 a 和 了 8 者 
是 犯 虚 数 , 而 且 c(4) =cG) = 一 5 一 -> 时 ， 旭 可 以 利用 6。(w) 的 定义 


(2) 来 证明 这 个 事实 , 详 和 演算 这 里 不 再 进行 。 这 样 , 所 求 的 西 变 


痪 成 为 
(9) tN) = | wo) ms, 0, 


/2m 
这 说 是 fFourier 变换 。 西 变换 在 反 演 问题 上 的 特殊 意义 造成 了 
Fourier 变换 在 Laplace 变换 的 理 蕉 中 的 特殊 地 位 。 


四 

把 线性 运算 '“ 张 法 化 "其 实 枯 不 限于 前 面 所 说 的 微分 运算 。 和 警 
如 ， 应 用 关于 某 一 个 变数 的 Laplace 变换 把 优 微 分 运算 化 为 常 微 
分 运算 显然 是 根据 同一 原理 的 。 在 解 偏 微 分 态 程 的 时 候 我 们 也 常 
用 分 离 变 数 法 ， 对 于 某 些 这 界 问题 它 可 以 用 Fourier 般 数 的 展开 
来 实现 , 这 包含 着 同样 的 思想 。 事 实 上 , 近代 的 了 aar 积分 的 概念 
已 经 直接 把 这 里 所 用 的 积分 和 授 数 的 概念 在 严格 的 愤 厚 基础 上 坟 
一 起 来 了 (可 以 参考 [17]) 。 

利用 分 离 变 数 法 在 园 柱 坐标 下 解 Laplace 大 程 引起 Bessel 方 
程 的 求解 前 题 。 这 里 也 需要 把 一 个 线性 微分 运算 “和 瑟 法 化 "。 用 类 
似 于 前 一 段 的 办 法 ， 我 们 可 以 说 朋 Hankel 变换 正 是 实现 这 个 目 
鬼 的 天 然 工具 。 类 仆 的 原 强 也 可 以 说 有 明 Mellin 变换 和 Legendré6 
变换 等 等 在 数学 总 理 中 产生 的 根源 。 

扰动 方 科 中 的 特 钙 责 娄 法 也 是 一 个 可 以 席 用 美式 加 


ae 
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老乡 的 例子 。 在 这 里 出 现 的 方程 4u=Mw 的 求解 问题 事实 上 就 是 
Laplace 运算 ' 梁 法 化 ”的 问题 。 所 以 多 变数 的 Fourier 变换 在 这 
种 情况 下 出 现 就 很 自然 了 。 

在 数学 物理 中 , 厂 性 变换 的 运用 还 有 另外 沟 方 式 ,比方 可 以 把 
Poisson 方程 hw 一 直接 理解 做 i>f 的 一 个 线性 交换 。 解 这 方 
程 事实 上 就 是 求 这 变换 的 反 演 。 利 用 多 变数 的 Dirac 夯 数 的 要 
念 ,这 反 演 自然 可 以 路 示 成 


a(P)=||{7(@ 4 (Poy, 


而 4~160(P) 就 是 通常 的 Green 夯 数 。 这 样 我 们 得 到 “车 本 解 和 方 

法 。 

上 面 的 这 些 例 子 说 明了 积分 变换 的 实质 。 Laplace 变换 的 特 
丈 意 义 在 于 它 所 对 应 的 运算 是 最 基本 的 微分 运算 。 


五 
除了 数学 物理 的 问题 以 外 ， 另 一 类 举 涉 到 Laplace 变换 和 
Fourier 变换 的 数学 回 题 是 跟 辕 合式 的 运算 有 关 的 。 这 类 问题 的 
主要 来 源 是 概率 论 和 有 关 的 技术 科学 ， 因 为 两 个 随机 变数 的 和 的 
概率 分 布 是 它们 的 概率 分 布 的 结合 式 。 为 了 解决 这 类 问题 , 通常 
又 是 把 辕 合 式 的 运算 "乘法 化 ”, 因 此 也 要 应 用 线性 变换 。 
不 用 Stieltjes 积分 表示 ,结合 式 可 以 写 做 


(0) co) =| fl0-y)g (Wy, 
我 们 希望 通过 楼 性 变换 g->9 便 
(1 5(P) —F(P)9(P). 


我 们 来 推 求 在 满足 上 迟 要 求 的 变换 下 的 3,。。 利 用 (11) 可 以 推 
出 关系 式 : 
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《3) SCP) =6,(P)6, (P). 
这 就 决定 了 6.(P) =er， 适 当选 香 变 数 ， 可 以 写成 
$,(P)=er, 


这 样 又 得 到 Laplace 变换 ,为 了 反 演 方便 起 见 ,我 们 自然 时 常 应 用 


Fourier 变换 (9) 。 这 就 是 特征 面 数 变 成 概率 论 中 常用 的 概念 的 


根 兰 。 


Ee 
AN 


对 上 Laplace 变换 和 Fourier 变换 本 质 的 解释 天 体 如 上 。 至 于 


” 美 于 这 些 变换 黄 更 进一步 的 知识 可 以 从 下 面 开 列 的 著作 中 找到 。 


比方 叙述 一 般 Tauber 定理 和 应 用 的 有 [3] , [6j, 倒 述 一 般 襄 和 分 
析 和 几乎 周期 画 数 的 有 [1] , [6], 其 余 可 参考 下 面 所作 的 简短 襄 
明 。 目 录 中 还 包括 了 一 些 属 于 其 他 领域 的 书本 ,因为 调和 分 析 也 正 
象 其 他 许多 分 支 一 样 ， 是 一 门 不 能 仅仅 在 它 自己 的 镇 域内 来 认识 
它 的 从 部 党 义 的 学 科 。 : 

参考 书 [1] ~[ 征 是 四 本 适宜 的 读物 : [的 特点 .上面 提 过 , [2] 
写 得 非常 简洁 ,并 且 特 别 注意 到 跟 多 变数 理论 的 联系 。[31, [4 是 
本 书 许多 材料 的 来 源 。 有 些 比 较 高 深 的 讨论 ,例如 一 般 Tauber 完 
理 和 应 用 , 乍 问 题 等 等 , 是 本 书记 未 收 罗 的 。 此 外 ,还 有 某 些 古 起 
的 辣 困 见于 出 版 较 早 的 著作 [5] ~ [8] 。 其 中 [6] 的 内 容 天 体 上 网 


于 前 面 四 书 , [ 町 , [71, [8] 特别 妖 组 叙述 在 复 变 数 分 析 上 的 应 用 。 
[8] 搜集 了 许多 历史 性 的 成 果 , 而 [7]， [8] 划 主 要 是 介 帮 作者 们 的 


工作 。 除 了 这 些 忒 物 以 外 ,手册 [9] 全 面 地 总 辣 了 Laplace 变换 理 
论 方 面 的 成 果 , 着 府 有 群 细 的 文献 时 录 ,值得 参考 。 同一 作者 的 落 
作 [101 是 宪 的 补充 读物 。 


关于 应 用 方面 , 国内 出 版 的 启 本 值得 推荐 的 有 [lii~[13],。 


11 是 一 本 论述 深 列 、 内 容 丰 富 的 好 书 ,[12], [1 期 以 简 少见 长 。 


“下 


时 人 
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介绍 原 姑 形 态 的 Heaviside 方法 的 有 [14] ,至 于 特别 论述 Fourier 
变 次 在 概率 渝 和 有 关 的 技术 科学 方面 应 用 的 专著 则 有 [15],[16]。 

关于 抽 党 调和 分 析 的 有 [17 。 [L147] 综合 地 介 厅 了 Texp%anx 
理 膏 出 现 以 后 的 有 关 成 果 , 内 容 简 洁 。[18] 和 [19] 是 新 近 出 版 的 
诡 和 分 析 方 面 的 文献 汇 荞 ， 在 一 定 程度 上 反映 了 这 方面 的 理论 的 
现代 成 就 。 最 后 不 能 不 提起 )“ 义 画 数 窒 和 调和 分 析 的 密切 关系 ， 
这 从 上 面 所 说 的 Dirac 男 数 在 线性 变换 理论 中 的 重大 作用 可 以 看 . 
由 来。[20] ~ [223] 是 广义 画 数论 方面 的 专著 ,， [22)] 特别 娠 糊 地 谢 
座 了 裔 和 分 析 。 : 
. 全 、 
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